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  چکیده

به تولید یک سیستم معادلات غیرخطی شده که دقت حـل آن تـابعی از نـوع     حل معادله ریچاردز با بکارگیري از روش ضمنی حجم محدود منجر
-گرایی خطی است، روش نیوتن رافسون، درصورتیروش حل معادلات غیرخطی است. روش تکراري پیکارد یک روش قوي، در عین حال با سرعت هم

دلیـل حجـم قابـل توجـه     تري برخوردار است.با این حـال بـه  رایی بیشگاي مناسب قرار بگیرد علاوه بر دقت بالا، از سرعت همکه حدس اولیه در بازه
هاي غیرخطی در فضاي بیش محاسبات ناشی از حل ماتریس ژاکوبین و مشتقات جزیی در هر تکرار، معمولا به عنوان یک روش محبوب در حل سیستم

نیوتن به همراه روش تسـریع  اسبات تلفیق دو الگوریتم پیکارد و شبهشود. در این مقاله، به منظور کاهش حجم و زمان محاز یک بعد درنظر گرفته نمی
سـازي  سریع برویدن بر زمان شبیه روش همراهسازي بههاي خطیرو هدف از این تحقیق در ابتدا مطالعه تاثیر تلفیق الگوریتمبرویدن معرفی شد. ازاین

ضمنی در حل این معادله است. بدین منظور از پارامترهاي هیـدرولیکی یـک   معادله دو بعدي ریچاردز و سپس بررسی دقت روش عددي حجم محدود 
سـازي  مانده، استفاده شد. مقایسه نتایج سه الگوریتم خطـی نمونه خاك لومی رسی شنی با شرایط مرزي هد ثابت و رطوبت اولیه معادل با رطوبت باقی

نیـوتن تـاثیر قابـل    نیوتن درست انتخاب شود، روش پیکارد/شبهارد به الگوریتم شبهگرایی تغییر حلقه الگوریتم پیککه شاخص همنشان داد، در صورتی
دهد. گیري در کاهش زمان از خود نشان نمیکه اعمال روش برویدن تاثیر چشمتوجهی در کاهش زمان محاسبات نسبت به روش پیکارد دارد. درصورتی

رخ مکش با حل تحلیلی معادله ریچاردز به روش واریک، مقایسه نیوتن/ برویدن در قالب نیمد/ شبهدر ادامه نتایج مدل عددي با استفاده از الگوریتم پیکار
کـه خطـاي جـذر    طـوري شد. نتایج نشان داد که روش عددي حجم محدود ضمنی، از دقت بالایی در برآورد تغییرات مکش در خاك برخوردار است، به

 متر محاسبه شد.سانتی 0001/0یلی واریک معادل میانگین مربعات مدل عددي در مقایسه با حل تحل
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تــرین مســایل مطــرح در علــوم مهندســی خــاك، یکــی از مهــم

کشاورزي، مهندسی محیط زیست و هیدرولوژي کاربردي و تحلیلی، 
سازي حرکت آب در محیط غیراشباع خاك است. بهتـرین روش  شبیه

حرکت جریان آب در محیط خـاك غیراشـباع، حـل     سازيجهت مدل
معادله ریچاردز است. معادله ریچاردز یک معادله غیرخطی بـوده کـه   

باشـد. از  جز در موارد بسیار ساده شده موجود نمـی حل تحلیلی آن به
هاي مختلف عـددي تفاضـل   رو در طی سی سال گذشته از روشاین
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ین معادلـه اسـتفاده   محدود، المان محدود و حجم محدود براي حل ا
سازي معادله ریچاردز از روش شده است. پندي و هویاکورن براي مدل

ضمنی تفاضل محدود استفاده کردند و براي حـل معادلـه غیرخطـی،    
ها مشکل اصلی در اسـتفاده از روش  الگوریتم پیکارد را بکار بردند. آن

هـا  تفاضل محدود براي حل معادله ریچاردز را عدم بقاي جرم درگـره 
هـاي  عمـوم روش  .)Pandy and Huyakorn., 2004بیان کردنـد ( 

عددي تفاضل محدود و المان محدود که براي حل معادلـه ریچـاردز   
هاي تند، تولید پخشـیدگی و نوسـاندر نتـایج    اند در گرادیانارایه شده
. فـون و همکـاران   )Manzini and Ferraris., 2004(کنندمدل می

نشان دادند که براي حرکت جریان آب در خاکی مرطوب، در صورت 
-هاي عددي المـان محـدود و تفاضـل محـدود، بـه     استفاده از روش

یج، ابعاد شبکه منظورحفظ بقاي جرم و جلوگیري از تولید نوسان در نتا
کوچک شوند، ولی حتی در  =m025/0dz محاسباتی بایستی به اندازه

این شرایط نیز نتایج کـاملا بـر حـل تحلیلـی مـدل منطبـق نشـدند        
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(Phoon et al., 2007)زاده پیشنهاد کرد که براي رفع تولید . صادق
پخشیدگی و نوسان در حـل معادلـه ریچـاردز در صـورت اسـتفاده از      

دي المان محدود و تفاضل محدود تحـت شـرایط ورود   هاي عدروش
جریان آب به خاك خشک که گرادیان جریان تند است، از تلفیـق دو  
فرم مکش در محدوده اشباع و فرم ترکیبی معادله ریچاردز در محدوده 
غیراشباع خاك استفاده شود. نتایج مدل وي نشان داد که این نحـوه  

دون نوسان و عـاري از پخشـیدگی   تواند به تولید نتایجی بتلفیق می
. با این حال هنگ و همکـاران  (SadeghZadeh., 2011)کمک کند 

بیان کردند که بعضی از معادلات مانند معادلـه ریچـاردز بـه قـدري     
هاي عددي المان محـدود  اند که در صورت استفاده از روشغیرخطی

کامل هاي مکانی بسیار کوچک نیز، منجر به از بین بردن حتی درگام
. روش حجـم  (Huange et al., 1998)شوند خطاي توازن جرم نمی

هـاي فیزیکـی   محدود اولین بار توسط مهندسین براي مطالعه پدیـده 
هایی مانند انرژي، جرم و .... بایستی توسط روش پیچیده که بقا کمیت

هـاي روش حجـم محـدود    حل لحاظ شود، ابداع شد. یکی از مزیـت 
هـاي محاسـباتی   در بازه وسیعی از اندازه شـبکه امکان استفاده از آن 

دلیل برخوردار بودن این روش از بقا جرم، بکارگیري آن براي است. به
حل ترکیبی معادله ریچاردز توسط محققین پیشنهاد شده است. علاوه 

قبول بدون تولید نوسان و پخشیدگی در شرایط بر این ارایه نتایج قابل
از دلایل محبوبیت ایـن روش اسـت. از   جبهه رطوبتی تند یکی دیگر 

هاي تفاضل محدود و مزایاي کلی روش حجم محدود نسبت به روش
المان محدود، علاوه بر سادگی، استخراج یک فرمول کلی براي حالت 
چندبعدي تنها با استفاده از محاسبه شارهاي عبوري از سطوح حجـم  

قـان روش  کنترل و براي آن بعد خاص، است. تعداد معـدودي از محق 
توان به اند، که میحجم محدود را براي حل معادله ریچادرز بکار برده

 Misiats and)و  (Manzini and Ferris., 2004)هـاي  پـژوهش 
Lipnikov., 2013)    اشاره کرد. براي جداسازي زمـانی معادلـه از دو

شود. یکی از مشـکلات روش  الگوریتم صریح و یا ضمنی استفاده می
رم ترکیبی معادله ریچادز تحت شرایط اشـباع خـاك،   صریح در حل ف

) در معادله به سـمت عـدد   Cمیل کردن ضریب ظرفیت هیدرولیکی (
صفر است. بنابراین استفاده از این روش تنهـا بـه شـرایط غیراشـباع     

. عـلاوه بـر   )Caviedes-Voullieme et al., 2013(شود محدود می
این، روش صریح برخلاف روش ضمنی همواره پایدار نیست. با توجه 

توان براي کاهش زمان ش ضمنی میقید و شرط روبه پایدار بودن بی
تري نسبت به روش صریح اسـتفاده  هاي زمانی بزرگمحاسبه از گام

کرد و همچنان به نتایج دقیقی دست پیدا کـرد. بنـابراین اسـتفاده از    
الگوریتم ضمنی براي حل معادله ریچاردز در شرایط اشباع و غیراشباع 

. بکارگیري الگوریتم شودبا استفاده از روش حجم محدود، پیشنهاد می
شـود  ضمنی منجر به تولید یک سیستم معادلات جبري غیرخطی می

) یـا  Gradient methodرافسـون (  -هاي تکراري نیوتن که با روش
کنی و پوتی  ) قابل حل است. لهمن و اکر و پانیFixed pointپیکارد (

ي با مقایسه دو روش پیکارد و نیوتن در حل معادله ریچـاردز، بـه ازا  
انواع شرایط مرزي و اولیه، از جمله: حرکت جریان آب در شرایط پایدار 
و انتقالی، نفوذ آب به خاك خشک و عمیق، زهکشی از خاك و صعود 
آب تحت نیروي مویینگی در اثر تبخیر از سطح خاك، نشان دادند که 

هایی که تحت شرایط نفوذ در خاك عمیق، شرایط مرزي متغیر، خاك
هاي درشت بافـت کـه   کی غیرخطی بالایی دارند (خاكتوابع هیدرولی

ــرایب  ــوختن    ηو  αض ــدرولیکی ونگن ــدل هی ــی در م  van)بزرگ
Genuchten, 1980)  و معلم(Mualem, 1976)   دارند) و در محـل

برخورد دو لایه اشباع و غیراشـباع، روش پیکـارد از رانـدمان بـالایی     
  شودمی که منجر به واگرایی مدلبرخوردار نیست، به طوري

(Lehman and walker., 1998., Paniconi and Putti., 
که حـدس اولیـه در بـازه    که روش نیوتن در صورتی. درحالی( 1994

مناسبی قرار بگیرد قادر به حل دقیق معادله ریچـاردز تحـت شـرایط    
. علاوه بر این پنـدي و  )Paniconi and Putti., 1994(مذکور است 

و دوریک نشان دادند که در فضـاي محاسـباتی نـاهمگن،    همکاران 
روش نیوتن از توانایی بالایی در حل این معادلـه برخـوردار اسـت، در    

که در این شرایط روش پیکارد عملکرد ضعیفی از خود نشـان  صورتی
یکی دیگر از نقاط  .(Panday et al.,199; Durick, 2004) دهدمی

ی بـالاي آن نسـبت بـه روش    گرایقوت روش نیوتن نرخ سرعت هم
هایی نیز برخوردار پیکارد است. با این حال روش نیوتن از نقطه ضعف

توان به حساسیت بالاي آن بـه انتخـاب نامناسـب    است. از جمله می
بایسـت در  کـه حـدس اولیـه مـی    طـوري حدس اولیه اشاره کـرد، بـه  

در صـورت  اي نزدیک به جواب مساله قرار بگیرد. در غیر اینمحدوده
بسیاري از موارد، انتخاب نادرست حدس اولیه ممکن است منجـر بـه   

 Tocci etگرایی به جواب غیرفیزیکـی شـود (  گرایی و یا همعدم هم
al., 1998کــه روش پیکــارد نســبت بــه حــدس اولیــه از )، درحــالی

. )Mehl., 2006(تــري برخــوردار اســت حساســیت بــه مراتــب کــم
همچنین، براي تولید ماتریس ژاکوبین در الگوریتم نیوتن، نیاز به حل 

هاي محاسـباتی اسـت. حـل    تحلیلی مشتقات جزیی براي کلیه سلول
معادله ریچاردز در قالب یک بعـد قابـل اجـرا    تحلیلی مشتقات جزیی 

که با افزایش ابعاد معادله، حل ایـن مشـتقات بسـیار    است، در صورتی
شود. تحت این شرایط پیچیده و منجر به افزایش حجم محاسبات می

حل معکوس ماتریس ژاکوبین و مشتقات جزیی، اگر منجر به واگرایی 
 ـ سیستم نشود، بسیار زمان یـان  بویلاك و همکـاران  بر خواهد بـود. ب

هاي فوق، روش نیوتن یکـی از  کردند که حتی با توجه به محدودیت
ها بـراي حـل معـادلات غیرخطـی اسـت، کـه در       مفیدترین الگوریتم

هاي ذکر شده، این روش نسبت به روش پیکارد صورت رفع محدودیت
). بـراي رفـع   (Bevilacqua et al., 2011 گیـرد  در الویت قرار مـی 

توان از گرایی درصورت نامناسب بودن حدس اولیه میدم هممشکل ع
تلفیق دو روش پیکارد و نیوتن استفاده کرد. این ایـده بـراي کـاهش    
حساسـیت روش نیــوتن بــه دقــت حـدس اولیــه، اولــین بــار توســط   
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(Paniconi et al.,1991)     پیشنهاد شد و به صـورت مسـتمر توسـط
گرایـی و کـاهش زمـان    سایر محققین با سعی در افزایش سرعت هم

محاسبات، بکار گرفته شد. باردن و فارز به منظور کاهش پیچیدگی در 
نیوتن حل تحلیلی مشتقات جزئی معادله غیرخطی ریچاردز، روش شبه

ها در این روش از متد تفاضل محدود براي حـل  را معرفی کردند. آن
مشتقات استفاده کردند و در ادامه بـراي کـاهش محاسـبه مـاتریس     

اکوبین به یک تکرار در هر گام زمـانی، بکـارگیري از روش تسـریع    ژ
   (Burden and Faires., 2011) برویدن را پیشنهاد نمودند .
هـاي  یکـی از روش  )Broyden., 1965(روش تسـریع برویـدن   

بین بـه تنهـا یـک    توانمند و ساده براي کاهش محاسبه ماتریس ژاکو
حال از این روش به منظور تسـریع  تکرار در هر گام زمانی است. تا به

هـاي عـددي تفاضـل    در حل دوبعدي معادله ریچاردز در قالب روش
 Fassino)، المان محدود ترکیبـی ( Walker et al., 2010محدود (

and Manzini., 1998  ) و حجـم محـدود (Bevilacqua et al., 
شده است. والکر و همکاران تاثیر روش تسریع برویدن ) استفاده 2011

سازي نفوذ آب در چهـار  بر حل دوبعدي معادله ریچاردز را براي مدل
و خاك درهم، به شنی، لومنوع خاك مختلف به ترتیب نیومکزیکو، لوم

ازاي رطوبت اولیه متوسط، مورد بررسی قرار دادند و نشان دادند که در 
ویدن منجر به کاهش زمان محاسبات و تعداد هر چهار حالت، روش بر

. بویلاك (Walker et al., 2010)تکرارها نسبت به روش پیکارد شد 
-و همکاران نشان دادند که در شرایط نفوذ آب در خاك این روش می

سـازي، مـورد   تواند به عنوان ابزاري مفید جهت کـاهش زمـان مـدل   
که تحت شرایط صعود آب در خـاك، ایـن   استفاده قرار گیرد، درحالی

 ,.Bevilacqua et alروش تـاثیر منفـی بـر زمـان محاسـبات دارد      
هاي روش عددي حجم محدود در تولیـد  ). با توجه به توانایی(2011

همراه حفظ بقاي جرم، در مقاله حاضر از ایـن  نتایج خالی از نوسان به
فاده شد. علاوه روش براي حل معادله ریچاردز در فضاي دوبعدي است

بر این، به منظور کاهش حساسیت الگوریتم نیوتن به حـدس اولیـه و   
نیـوتن و پیکـارد بـه    تسریع در اجراي مدل از تلفیق دو الگوریتم شـبه 

همراه روش تسریع برویدن بکار گرفته شد و سپس تاثیر این روش از 
 حل معادله ریچاردز بر دقت و زمان اجراي برنامه مورد بررسـی قـرار  

  گرفت.
  

  هامواد و روش
  معادله ریچاردز

معادله ریچاردز از ادغام دو معادله دارسی و پیوستگی حاصل شده 
-تعریف می 1است. این معادله در قالب فرم ترکیبی به صورت رابطه 

  شود.
 

   


K. ( h ) ( h z )
t


 
)1( 

بعدي بصـورت  گرادیان یک عبارت و در فضاي سه که در آن
( ) ( ) ( )

( ) = , ,
x y z

   
     

 ،θ حتواي حجمـی آب ( م- ،(h    هـد فشـار
)m ،(K(h) ) ضریب هدایت هیدرولیکیm/s ،(z    فاصله از خـط مبنـا
)m و (t ) زمانsباشند. معادله فوق توصیفی از حرکت جریان آب ) می

پارامترهـاي هیـدرولیکی    در یک محیط غیراشباع است. براي تخمین
دلیـل کـاربرد بـالاي مـدل     خاك روابط متعددي ارایه شده است. بـه 

) کـه بـه اختصـار بـه     1976) و معلـم ( 1980هیدرولیکی ونگنوختن (
شود، در این مقاله نیز از این روش ) نشان داده میMGصورت مدل (

) رابطه بین پارامترهاي مکش، رطوبـت و  MGاستفاده شد. در روش (
  شود:تعریف می 3و  2یت هیدرولیکی به صورت رابطه هدا

0
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0

 
  
       
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r m
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( h )
                                                       h    



 
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




 

 )2( 

21

1 1
 

   
 

l mm
s e eK(h ) K S ( S )   

 
)3( 

  که در آن :  
11 1  m             ,              
  

)4( 





r
e

s r

S
 
 

 )5( 

رطوبـت اشـباع     sθ)، -رطوبت باقی مانده خـاك (  rθکه در آن 
پـارامتر       MG  ، معکوس فشار ورود هوا در مدل  α)، -خاك (

پـارامتر آزاد کـه بـراي     ιو  MGتوزیع اندازه حفرات خـاك در مـدل   
  .شوددر نظر گرفته می 5/0بسیاري از خاك ها برابر با 

  
  قالب حجم محدود

اسـتفاده از  به منظور حل معادله ریچاردز در فضـاي دوبعـدي بـا    
بندي بازه مورد مطالعه بـه صـورت   روش حجم محدود لازم به شبکه

هـاي  گیري از معادله براي هر یـک از حجـم  س انتگرالو سپ 1شکل 
  کنترل است.

  

  
  موقعیت حجم کنترل در شرایط دوبعدي - 1شکل 
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بر روي حجم کنترل، معادله ریچاردز  1گیري از معادله با انتگرال

  شود.جداسازي می 6ود بصورت رابطه در قالب حجم محد
)6(  ( )

d
θdV h z dVV

dt
     K  

توان معادلـه فـوق را بصـورت    بار دیگر با اعمال قضیه گوس می
  تبدیل کرد. 7رابطه 

)7(  ( )
d

θdV h z
Vdt

   � Kn  

بردار عمود بر سطح است که در حالـت دوبعـدي    nدر این رابطه 
1) بصورت zو  x(در جهات  1 0  ( )n , شـود. در  تعریـف مـی  ,

هـا و بـه   zصورت در نظر گرفتن جهت مثبت به سمت محور بـالاي  
نوشته  8ها معادله حجم محدود به صورت رابطه xسمت راست محور 

 خواهد شد:

)8( 
1

1

N

t V










F  

 Nآیند، بدست می 9عبارات شار که از معادله  Fدر رابطه فوق 
Vهاي حجم محدود و تعداد سطح A z  باشند.می 

)9( 
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به ترتیب مساحت سطح مشـترك  zAو xA)9(که در معادله 
1هايدر سطح مشترك (i,j)سلول  2i /1و 2j / در باشـند.  مـی

xبراي سلول در نظر گرفته شـده  که صورتی z      باشـد، ایـن دو
مساحت در مختصات دکارتی با هم برابر خواهنـد بـود. بـا جاگـذاري     

وجه  4و محاسبه هدایت هیدرولیکی معادل هر  8در معادله  9معادله 
بدسـت   10معادله نهایی به صورت رابطه ، با استفاده از روش حسابی

  آید:می
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
 

معادله فوق فرم جداسازي مکـانی معادلـه ترکیبـی ریچـاردز بـا      
استفاده از روش عددي حجم محدود است. با بکارگیري روش ضمنی 

منظور جداسازي زمانی معادله ریچاردز، معادلـه فـوق بـه صـورت     به 
  شود:تبدیل می 11رابطه 
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  شرایط مرزي

در شرایطی که دبی ورودي به خاك، کنترل کننده شرایط مرزي 
کـه  گیرد. بطور مثال در صـورتی باشد، شرایط مرزي نیومن شکل می

بصـورت   11مرز بالایی فضاي محاسباتی داراي شـار باشـد، معادلـه    
  خواهد بود: 12معادله 
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کـه  دبی ورودي به مرز بالادست اسـت درصـورتی   qinکه در آن 
مرزهاي حوزه توسط هد کنترل شود در ایـن صـورت شـرایط مـرزي     
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به صورت معادله  11گیرد. که در این صورت معادله دریشله شکل می
  شود. بازنویسی می 13
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  هد فشاري بر مرز بالادست است. h0که در آن 
  
  هاي حل معادله غیرخطی ریچاردزروش

براي حل معادله غیرخطی ریچاردز، به منظور بهبود حدس اولیـه  
نیوتن پیشنهاد شـد.  دو روش پیکارد و شبهنیوتن، تلفیق در روش شبه

در ادامه از روش برویدن براي جلوگیري از محاسبه ژاکـوبین در هـر   
شود. الگوریتم حل معادله طبق تصحیحات فوق به تکرار، استفاده می

  هاي زیر است:صورت گام
  نیوتن/ برویدنالگوریتم تلفیق پیکارد/ شبه

هـاي فضـاي   لبـراي کلیـه سـلو    (مکـش)  hفرض یـک مقـدار   
 محاسباتی، به عنوان حدس اولیه
1که شروع حلقه پیکارد تا زمانی 1 1n ,p n ,p

i , j i , j ph h     
بدست آمده در آخـرین تکـرار در حلقـه پیکـارد،      hبه ازاي مقدار 

 شوداولین تکرار در حلقه نیوتن آغاز می
 محاسبه ژاکوبین با استفاده از روش تفاضل محدود

 نیوتندر تکرار جدید در حلقه شبه hمحاسبه 
  گرایی با استفاده از رابطهتعیین میزان هم

1
22

1 1
N

n ,m

i, j
i , j

dh 
 

 
 

 
  

گرایی روش برویدن در حلقـه نیـوتن   در صورت عدم برقراري هم
 شوداعمال می

محاسبه بردار مجهولات در هر سلول در حلقه برویدن تـا زمـان   
 گراییبرقراري هم

ــراري   ــورت برق ــمدر ص ــام   ه ــبات در گ ــروع محاس ــی، ش گرای
 t=t+dtزمانی

گرایـی در  هـاي هـم  به ترتیب شـاخص  ɛNو  ɛpدر الگوریتم فوق، 
-باشند. نحوه اجراي برنامه طبق گامنیوتن میهاي پیکارد و شبهحلقه

هاي ) براي کلیه سلولhهاي بالا به منظور محاسبه بردار مجهولات (
طوري است که ابتـدا در حلقـه   فضاي محاسباتی در هر گام زمانی به

سازي پیکارد شروع شـده تـا   داخلی، تکرارهاي اولیه طبق روش خطی
گرایی در ) بین هر دو تکرار از شاخص همhکه تفاوت مجهول (زمانی

تر شود. سپس محاسبات در حلقـه نیـوتن طبـق    ) کمɛpحلقه پیکارد (
شود. می) بدست آمده در آخرین تکرار حلقه پیکارد، شروع hمجهول (

که ابتدا مشتقات جزیی و سـپس معکـوس مـاتریس ژاکـوبین     بطوري
هـا  ) بـراي کلیـه سـلول   hمحاسبه شده و در ادامه بردار مجهـولات ( 

گرایـی در اولـین تکـرار    آیند. در صورت عدم برقراري هـم بدست می
نیوتن، در تکرار بعدي محاسبه ماتریس معکوس ژاکوبین متوقف شده 

ریس ژاکوبین محاسبه شده در تکرار اول اعمال و روش برویدن به مات
شوند. این عمل تا زمان هنگام سازي میشود و بردار مجهولات بهمی
گرایی بردار مجهولات به جواب ادامه پیدا خواهد کـرد. ایـن روش   هم

ترین زمـان  دهد که تعداد فاکتوریل کردن ژاکوبین که بیشاجازه می
به یک بار در هر گام زمانی کـاهش   گیرد، تنهامحاسبات را در بر می

نیـوتن،  یابد. در صورت اجراي مدل با استفاده از الگوریتم پیکارد/ شبه
  شوند.انجام می 8و  7هاي کلیه مراحل فوق با حذف گام

  
 سنجی مدلصحت

سـازي  هاي معتبر جهت بررسی دقت مدل در شـبیه یکی از روش
جریان آب در خاك، مقایسه نتایج مدل با نتایج حاصل از حل تحلیلی 

 ـ توسط چاردزیر معادلهی لیتحل حلمعادله است.   ـ نیمحقق ی از مختلف
 Philip., 1967; Warrick et al., 1985; Broadbridge) جملـه 

and Rogers., 1990; )Manzini and Ferraris., 2004 شده هیارا 
 ـیتحل حـل  انیم نیا در. است و  کـو یار توسـطو  چـاردز یر معادلـه ی ل

عـددي   مدلی سنجصحت جهتي اریمع عنوان به) 1985( همکاران
  مانندی نیمحقق توسطمعادله ریچاردز، 

)Caviedes-Voullieme et al., 2013 ; Phoon et al., 
فـون و همکـاران بـه منظـور      .اسـت  قرارگرفته استفاده مورد) 2007

عددي المان محـدود و تفاضـل محـدود    بررسی دقت نتایج دو روش 
پیشنهادي خود در حل یک بعدي معادله ریچاردز، از حل تحلیلی این 

) به عنوان مبنـاي مقایسـه   1985معادله به روش واریک و همکاران (
. بدین منظور نامبردگان ابتـدا  (Phoon et al., 2007) استفاده کردند

تی خــاك شـنی را از بانـک اطلاعـا    -یـک نمونـه خـاك لـوم رســی    
)UNSODA  ) انتخاب و پارامترهاي هیـدرولیکی مـدل (MG  را بـه (

 cm/sو  θs ،186/0=θr ،cm-1 01/0=α ،53/1=η=363/0صــــورت 
0001/0=Ks   برآورد کردند. سپس شرایط اولیه و مرزي مشخصی بـر

که ارتفاع خـاك معـادل   ستون یک بعدي خاك اعمال کردند. بطوري
)Lz(1  متر به عنوان شرایط اولیه سـتون   -8متر و مکش اولیه معادل

خاك در نظر گرفته شد. شرایط مرزي در بالادست ستون خـاك، بـار   
و در پایین دست، معـادل   (h(z=0,t))هیدرولیک ثابت و معادل صفر 

فرض شـد.در ادامـه فـون و همکـاران بـه ازاي       (h(z=Lz,t))متر -8
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یشنهادي خود و مدل تحلیلی واریک و هاي پشرایط تعریف شده، مدل
) را حل کرده و سپس نتایج را بـا  Warrick et al., 1985همکاران (

نامبردگـان نشـان    .(Phoone et al., 2007)یکدیگر مقایسه نمودند 
دادند که ابعاد محاسباتی درشت به ازاي هـر دو روش عـددي المـان    

-محدود و تفاضل محدود منجر به تولید نتایجی همراه با نوسان می
شود. در ادامه کاویـداس و همکـاران  مـدلی یـک بعـدي از دو فـرم       
ترکیبی و رطوبتی معادله ریچاردز با اسـتفاده از روش عـددي حجـم    

تند و به ازاي بازه وسیعی از نوع خاك و شرایط مـرزي و  محدود ساخ
) را بـر  dz) و فواصـل مکـانی (  dtهـاي زمـانی (  اولیه، تاثیر انواع گام

عملکرد دو مدل مورد مطالعه قرار دادند. نتایج نشان داد که بطور کلی 
هـاي زمـانی کوچـک نیسـت،     مدل عددي حجم محدود تابعی از گام

ثانیه نتایج مـدل منطبـق بـر     500زمانی  هايکه به ازاي گامبطوري
ثانیه است، ولی عملکرد مدل نسبت  1نتایج مدل به ازاي گام زمانی 

باشد و این حساسیت با هاي محاسباتی حساس میبه تغییر ابعاد شبکه
 Caviedes-Voulliemeیابـد ( کاهش مکش اولیه خاك افزایش می

et al., 2013فواصل مکانی درشت حال حتی در شرایطی که ). با این
باشند، نتایج مدل عددي کاملا عاري از نوسان بود. براي بررسی ورود 
جریان آب به یک سـتون خـاك بـا رطوبـت اولیـه معـادل رطوبـت        

هاي تعریف شده توسط مانده، نامبردگان مدل خود را به ازاي داده باقی
-) براي نمونـه خـاك شـنی   Phoon et al., 2007فون و همکاران  (

 Warrickاجرا کردند و با نتایج حل تحلیلی واریک و همکاران ( لومی،
et al., 1985ها نشان دادند که تحت این شرایط ) مقایسه کردند. آن

ترین زمان محاسبات را نیز بـه خـود اختصـاص    بهترین نتایج که کم
متـر بدسـت    02/0ثانیه و فواصل مکـانی   50دهد، در گام زمانی می
 (نیز با بکارگیري از اطلاعات فون و همکـاران   آید. در این مقالهمی

Phoon et al., 2007(      و با استفاده از فاصـله مکـانی و گـام زمـانی
-Caviedes (کــاران پیشــنهاد شــده در مقالــه کاویــداس و هم   

Voullieme et al., 2013(    معادله دوبعدي ریچـادرز بـا اسـتفاده از ،
-)، با استفاده از سه الگوریتم خطـی 11حل عددي پیشنهادي (معادله 

نیـوتن/  نیـوتن و پیکـارد/ شـبه   سازي به ترتیب پیکارد، پیکارد/ شـبه 
سازي شد و در ادامه، نتایج مدل با حل تحلیلی واریـک،  برویدن مدل
ثانیه از شـروع   11700رخ مکش در ستون خاك در زماندر قالب نیم

سازد که در مسئله مطرح شده محاسبات، مقایسه شد. خاطر نشان می
)، نفوذ آب به صـورت  Phoon et al., 2007همکاران (توسط فون و 

بعدي و در جهت عمود فرض شده است و در ایـن مقالـه مسـئله    یک
مذکور به فضاي دوبعدي تعمیم پیدا کرد. تحت ایـن شـرایط در ایـن    

) m1=LXمتر ( 1مقاله، عرض ستون خاك نیز مشابه ارتفاع آن معادل 
ستون خاك غیرقابـل   در نظر گرفته شد. مرزهاي سمت چپ و راست

، شـار ورودي معـادل   12نفوذ فرض شدند، از این جهت طبق معادله 
صفر براي مرزها تعریف شد. پارامترهاي خاك، شرایط مرزي و شرایط 

) بـه  Phoon et al., 2007اولیه تعریف شده توسط فون و همکاران (
همراه شرایط تعمیم داده شده در این مقاله بـراي فضـاي محاسـباتی    

  بندي شده است. جمع1عدي خاك، در جدول دوب

  
  )Phoon et al., 2007(هاي فون و همکاران پارامترهاي ورودي به مدل بر اساس داده - 1جدول 

  )cmابعاد سیستم (  شرایط مرزي و اولیه  پارامترهاي هیدرولیکی خاك

363/0  sθ  0 0


 


h
( ,t )

x
     0 0 x Z( x,z ) ,L ,L  

186/0  rθ  0 0 0 0  z ,h( x, ,t )  m 1=LX 

01/0   (cm-1)α  0 0 0


   
z

h
z L ,h( x, ,t )

z
  m 1=LZ 

0001/0  Ks (cm/s) 0 800  h( x, z,t ) cm  -  

0 ߟ̂  53/1 0


 


h
x ,

x
  -  

  

انجام شده در ایـن مقالـه، حاصـل یـک کـد       کلیه مسایل عددي
باشد که بـر روي  نوشته شده توسط نویسنده اول، در محیط متلب می

گیگاهرتز، اجرا گردیده  9/3با سرعت  Core (i5-4690)یک پردازنده 
  است.
  

  نتایج و بحث
  سازيهاي خطیبررسی انواع الگوریتم

) ɛpگرایـی( نیوتن انتخاب یک شـاخص هـم  در روش پیکارد/ شبه

نیوتن بسیار مهم بوده و بر روي زمان و مناسب براي شروع حلقه شبه
) مشخصی به عنـوان  ɛpحال (تعداد تکرارها تاثیر به سزایی دارد. تا به

نیوتن معرفی نشده است. بهترین مقدار جهت تغییر حلقه پیکارد به شبه
آید که لهمن و آکرر پیشنهاد کردند که بهترین نتایج زمانی بدست می

 Lehmann and)در حلقــه پیکــارد تنهــا یــک تکــرار انجــام شــود
Ackerer., 1998)  کـه  ، در صـورتی(Tracy., 2010) 20   تکـرار را

براي حلقه پیکارد در هر گام زمانی، انتخـاب مناسـبی جهـت تعیـین     
کند. بویلاك و همکاران انتخاب حدس اولیه در حلقه نیوتن معرفی می
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) مناسب در تغییر حلقه پیکارد به الگـوریتم  ɛpگرایی (یک شاخص هم
). از اینرو Bevilacqua et al., 2010کنند (نیوتن را پیشنهاد میشبه

) در ایـن  Bevilacqua et al., 2010طبق نظر بویلاك و همکاران (
سازي و تعداد گرایی بر زمان مدلهاي هممقاله نیز تاثیر انواع شاخص

  مورد بررسی قرار گرفت. 2جدول  تکرارها در هر گام زمانی طبق

) از ɛpگرایی (شود با افزایش شاخص همطور که مشاهده میهمان
از  کـارد یپ حلقـه ي تکرارهـا کل تعداد  در کاهش لیبدل 500تا  01/0

ثانیه تقلیل  251ثانیه به  937زمان محاسبات از  ،273به  1300عدد 
  یابد.می

  
  نیوتنثانیه جهت مقایسه تعداد تکرارها در روش پیکارد و شبه11700 تعیین بهترین شاخص اطمینان جهت تغییر حلقه در زمان - 2جدول 
ي تکرارها تعدادکل
  کاردیپ روش

ي تکرارها تعدادکل
  وتنینشبه روش

 روشي تکرارها تعداد حداکثر
  یزمان گام هر در وتنینشبه

 روشي تکرارها تعداد حداکثر
  یزمان گام هر در کاردیپ

 زمان
 )ɛp(  محاسبات

1300 235 1 12 937 01/0 
1056 235 1 9 740 1/0 
792 235 1 7 552 1 
587 235 1 6 421 10 
530 235 1 6 396 20 
498 236 2 6 338 50 
442 242 2 6 213 100 
273 249 2 5 215  500 
276  240  3  5  396 600 

  
شود که در هر گـام زمـانی بـه ازاي تعـداد     ) باعث میɛpافزایش(

نیـوتن انتقـال یابـد.    تري، نتایج از حلقه پیکارد به شـبه تکرارهاي کم
حـداکثر تعـداد    01/0) معـادل بـا   ɛpشـود در ( که ملاحظه میبطوري

) معـادل  ɛpو در (عـدد   12تکرارهاي حلقه پیکارد در هر گام زمـانی  
کند. مقایسه تعـداد تکرارهـا در روش   عدد کاهش پیدا می 5، به 500
دهد که این روش براي رسیدن به جواب حـداکثر  نیوتن نشان میشبه

نیوتن دهد. این اعداد خود نشانگر توانایی روش شبهتکرار انجام می 2
بودن  تر به جواب نسبت به روش پیکارد است. بالاگرایی سریعدر هم

گرایی خطی زمان محاسبات در روش پیکارد تنها به دلیل سرعت هم
نیوتن شود. در روش شبهآن است که منجر به تولید تکرارهاي زیاد می

، تعـداد تکرارهـاي   500تـا   100با افزایش شاخص همگرایی از عـدد  
کند، ولی زمان محاسـبات همچنـان   نیوتن افزایش پیدا میروش شبه
گرایی این نتایج مبین تفاوت قابل توجه در سرعت همیابد. کاهش می

به  500دو الگوریتم است. در ادامه با افزایش شاخص اطمینان از عدد 

نیـوتن، زمـان   دلیل دور شـدن حـدس اولیـه از جـواب در روش شـبه     
دهند که تعداد تکرارهاي شود. نتایج نشان میمحاسبات نیز افزوده می

کاملا با نظـرات   500رایی معادل گبدست آمده بر اساس شاخص هم
ــر (  ــن و آک ــی Lehmann and Ackerer., 1998لهم ) و تریس

)Tracy., 2010 که تعداد تکرارهاي پیکارد را براي رسیدن به کـم (-
-کنند، مغایرت دارد. بهعدد معرفی می 20و  1ترین زمان به ترتیب، 

 که طبق جدول فوق یک تکرار در حلقه پیکارد باعـث افـزایش  طوري
تکرار منجر به کاهش آن از عدد  20و  500گرایی از عدد شاخص هم

خواهد شد. بنابراین در هر دو حالت زمان کل محاسبات افزایش  01/0
گرایـی بـراي اتمـام حلقـه     یابد. پس از تعیین بهترین شاخص هممی

نیوتن، خصوصیات سه الگوریتم خطی پیکارد/ شبه پیکارد در الگوریتم
نیوتن/ برویدن در قالب زمان نیوتن و پیکارد/ شبه/ شبهپیکارد، پیکارد

  مورد بررسی قرار گرفت.  3اجراي برنامه و تعداد کل تکرارها در جدول 

 
  سازيمقایسه زمان اجراي برنامه توسط سه الگوریتم خطی - 3جدول 

  الگوریتم پیکارد  نیوتنالگوریتم پیکارد/ شبه  نیوتن/ برویدنالگوریتم پیکارد/ شبه
  زمان اجرا

  زمان اجرا  تعداد کل تکرارها  (ثانیه)
  زمان اجرا  تعداد کل تکرارها  (ثانیه)

  تعداد کل تکرارها  (ثانیه)
201  522  213  522 1048 1787 

  
و پیکارد را  تاثیر تلفیق دو روش نیوتن 3نتایج حاصل در جدول 

سازي و تعداد کل تکرارها نسبت به روش پیکارد نشان بر زمان مدل
دهد. هر تکرار خود به تنهایی باعـث افـزایش اشـغال بخشـی از     می

سازي است. از ایـن رو در روش  فضاي حافظه کامپیوتر و زمان مدل

- دلیل بالا بودن تعداد تکرارها که از خطی بودن سرعت همپیکارد به
یابد. شود، زمان محاسبات نیز افزایش میاین روش حاصل میگرایی 
سازي، تعداد کل تکرار ثانیه از شروع مدل 11700که در زمان بطوري

ثانیـه   1048و  1787و زمان محاسبات در روش پیکارد بـه ترتیـب   
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نیـوتن زمـان و تعـداد کـل     که در روش پیکـارد/ شـبه  است. درحالی
کنـد. در  عدد تقلیل پیدا مـی  522ه و ثانی 213تکرارها به ترتیب به 

نیوتن اسـتفاده شـود و حـدس اولیـه در     که تنها از روش شبهصورتی
نیـوتن  محدوده مناسبی قرار داشته باشد، قطعا از روش پیکارد/ شـبه 

تر خواهد بود. مقایسه روش دلیل حذف تکرارهاي پیکارد نیز سریعبه
و روش اول و دوم نیـوتن/ برویـدن) نسـبت بـه د    سوم (پیکارد/ شبه

شـود، اسـتفاده از روش   چه فرض مـی دهد که برخلاف آننشان می
شـود. در ایـن   برویدن باعث کاهش اندکی در زمان محاسـبات مـی  

)، تعـداد  ɛpگرایـی پیکـارد (  روش با توجه به ثابت بودن شاخص هم
تکرارهاي حلقه پیکارد همچنان با روش دوم برابر است. عـلاوه بـر   

شود که حداکثر تعداد تکرارها در مشاهده می 2جدول این طبق نتایج 
بار است. از این جهت تاثیر روش تسریع برویـدن   2نیوتن روش شبه

باشـد.  بر محاسبه معکوس ماتریس ژاکوبین تنها در یک تکـرار مـی  
که روش تسریع برویدن تنها در یک تکرار فرصت اعمال بـر  بطوري

دلیـل عـدم محاسـبه    حال حتی بـه نیوتن را دارد، با اینالگوریتم شبه
یابد. ایـن  ژاکوبین در یک تکرار نیز، زمان کل محاسبات کاهش می

نتایج خود نشانگر تاثیر محاسبه ژاکوبین بر زمان محاسـبات اسـت.   
گرایـی بـه   ولی تاثیر استفاده از روش برویدن بر زمان و سرعت هـم 

باشد حظه نمینیوتن قابل ملااندازه تاثیر تلفیق دو روش پیکارد/ شبه

گرایـی  بودن سـرعت هـم   )super linear(دلیل فوق خطی و این به
  ).Burden and Faires., 2011روش برویدن است (

  
سـازي حرکـت جریـان آب در    بررسی عملکرد مدل در شبیه

  خاك
طور که ذکر شده جهت بررسی دقت مدل توسعه داده شده همان

سـان، نتـایج آن بـا حـل     در این مقاله، لازم است به ازاي شرایط یک
تحلیلی معادله ریچاردز مورد مقایسه قرار بگیرد. در این مقالـه حـل   

) انتخاب 1985تحلیلی معادله ریچاردز به روش واریک و همکاران (
-شد. نکته قابل توجه دوبعدي بودن معادله توسعه داده شده و یـک 

 بایست نتایج یکبعدي بودن حل تحلیلی واریک است. بنابراین می
بعدي واریک، ستون از فضاي محاسباتی مدل شده با نتایج مدل یک

هایی که در رخ مکش، مقایسه شود. نتایج مدل در ستوندر قالب نیم
نزدیکی مرزهاي سمت چپ و راست هستند تحت تاثیر شرایط مرزي 

رخ مکـش مـدل شـده در    تعریف شده قرار دارند. از این جهت از نیم
رخ مکش مدل ی استفاده شد و با نیمستون مرکزي فضاي محاسبات

  ).2شده توسط حل تحلیلی واریک، مقایسه شد (شکل 

  

  
رخ مکش رخ مکش مدل شده در ستون مرکزي فضاي محاسباتی توسط مدل عددي پیشنهادي در این مقاله در مقابل نیممقایسه نیم - 2شکل 

  )  Warrick et al., 1985) (WASلی معادله ریچاردز به روش واریک و همکاران (محاسبه شده توسط حل تحلی
  

رخ مکش مدل شده توسط مدل توسعه داده شـده  نیم 2در شکل 
در ستون مرکزي فضاي محاسباتی به صورت خط ممتـد، در مقابـل   

به روش واریک رخ مکش محاسبه شده توسط حل تحلیلی معادله نیم
که در این شـکل  به صورت ضربدرنشان داده شده است. همان طوري

-سانتی 30ثانیه،رطوبت تا عمق  11700شود پس از گذشت دیده می
تر، مکش خاك متري از سطح خاك نفوذ کرده است و در اعماق بیش

) باقی مانده است. در بالا m8-=hهمچنان معادل مکش اولیه خاك (
متر  -8متر و  0اك که بار مکش به ترتیب بر مقادیر و پایین ستون خ
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رخ مکش مدل شده کاملا منطبق بـر  ثابت نگاه داشته شده است، نیم
این اعداد است و در سایر نقاط ستون خاك، مکش بین این مقادیر به 

رخ مکش مدل شـده  درستی همانند حل تحلیلی توزیع شده است. نیم
یک مطابقت بسـیار خـوبی بـا    حاصل از حل عددي و حل تحلیلی وار

) RMSEکه مقدار میانگین ریشه مربعات خطا (یکدیگر دارند. بطوري
  محاسبه شد.cm0001/0بین دو مدل معادل

  
  گیرينتیجه

در این مقاله از روش عددي حجـم محـدود ضـمنی بـراي حـل      
دوبعدي معادله ریچاردز در شرایط حرکت آب در خـاك غیراشـباع بـا    

استفاده شد. با توجه به غیرخطی بـودن معادلـه   رطوبت اولیه متوسط، 
سازي پیکـارد و نیـوتن   هاي خطیریچاردز نیاز به استفاده از الگوریتم

هاي پیکارد و نیوتن به ترتیب خطی و گرایی در روشاست. سرعت هم
گرایی بالا در روش نیوتن لزوما به معنـی  مرتبه دوم است. سرعت هم

و این به دلیل حساس بودن روش تر بودن روش نیوتن نیست مناسب
نیوتن به حدس اولیه و بالا بودن حجم محاسـبه معکـوس مـاتریس    

که روش پیکارد ژاکوبین و مشتقات جزیی در هر تکرار است. در حالی
رو بــراي کـاهش حجــم  از ایـن حساسـیت برخــوردار نیسـت. از ایـن    

نیـوتن  محاسبات ناشی از حل تحلیلـی مشـتقات جزیـی، روش شـبه    
نیوتن به ن روش نیوتن شد و تلفیق دو الگوریتم پیکارد و شبهجایگزی

عنوان حلگر معادله غیرخطـی ریچـاردز بـراي ارتقـا حـدس اولیـه در       
نیوتن، انتخاب شد. در ادامه از روش تسریع برویدن براي الگوریتم شبه

کاهش محاسبه معکوس ماتریس ژاکوبین در هـر گـام زمـانی، بکـار     
ملکرد هر یک از سـه الگـوریتم از دیـدگاه    گرفته شد. براي بررسی ع

 ,.Phoon et alهاي مقاله فون و همکـاران ( زمان محاسبات، از داده
) استفاده شد، که در آن نامبردگان براي یک نمونه خـاك لـوم   2007
شنی،شرایط مرزي و اولیه مشخصی فـرض کردنـد. در اولـین     -رسی

جهت تغییر حلقـه  گرایی سازي ابتدا بهترین شاخص هممرحله از مدل
نیوتن انتخاب شد، که به ازاي آن زمان محاسـبات بـه   پیکارد به شبه

حداقل مقدار کاهش یافت. در مرحله دوم، مدل به ازاي سه الگـوریتم  
نیوتن/ برویدن اجرا شد. نتایج نیوتن و پیکارد/ شبهپیکارد، پیکارد/ شبه

 ـ هاي پیکارد/ شـبه حاصل نشان داد که تلفیق روش ه شـدت  نیـوتن ب
باعث کاهش زمان محاسبات و تعداد تکرارها نسبت به روش پیکـارد  

گرایی انتخاب شـده منجـر بـه    که شاخص همشود. با توجه به اینمی
شـد،  نیوتن در هر گام زمـانی مـی  تولید حداکثر دو تکرار در حلقه شبه

نیـوتن  بنابراین روش تسریع برویدن تنها در یک تکرار بر حلقـه شـبه  
گرایی آن، تاثیر خفیفی و بدلیل فوق خطی بودن سرعت هماعمال شد 

بر کاهش زمان محاسبات نشان داد. در ادامه با اسـتفاده از الگـوریتم   
نیوتن/ برویدن معادله دوبعدي ریچاردز بـه روش عـددي   پیکارد/ شبه

رخ مکش با حل تحلیلـی  حجم محدود حل شد و نتایج به صورت نیم

ابقت بالاي نتایج با حل تحلیلی مبین به روش واریک مقایسه شد. مط
آن است که روش ضمنی حجم محدود بـراي حـل دوبعـدي معادلـه     

  ریچاردز، انتخاب مناسبی است.
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Abstract 
Groundwater flow in variably saturated soils is described by the nonlinear Richards equation. The solution of 

Richards equation using implicit finite volume method produces a system of nonlinear equations, whose 
resolution demands for the application of an appropriate nonlinear systems solvers, such as the Picard or the 
Newton schemes. The Picard iterative technique is a robust method, which is convergent at a linear rate while 
the Newton-Raphson (Newton) method can produce accurate results when using a suitable initial guess and 
converge at a much higher rate. But since the computational cost of Newton method, due to the calculation of the 
formal inversion of Jacobian Matrix and partial derivatives is high, this method doesn’t seem to be demanding 
for the problems with more than one dimension. In this paper, to reduce the cost and time of Newton’s iterations, 
the mixed form of Picard and quasi-Newton followed by the Broyden method is employed. Therefore the 
purpose of this paper is first to investigate the effect of three linearization methods on the time of calculation and 
then to study the accuracy of the proposed implicit finite volume method for solving two dimensional mixed 
form of Richards equation. For this, data from a test case for a sandy clay loam soil with constant head as a 
boundary condition and initial moisture close to residual moisture was used. Comparison of the three linearized 
methods showed that for well selected convergence criterion, Picard/quasi Newton algorithm can dramatically 
reduce the time of calculations and number of iteration when compared to Picard scheme. Broyden method has a 
small effect on reducing time of calculation comparing with Picard/quasi Newton method. The performance of 
the proposed numerical method was then studied for two dimensionalmovement of water in a variably saturated 
soil using Picard/quasi Newton/Broyden method in comparison with the Warrick’s analytical solution. The 
results showed that the implicit finite volume method produced a good fit to the analytical solution, so that the 
RMSE=0.0001 was calculated between the models results and analytical solution on Richards equation. 
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