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 چکیده

بند کنترل شوود  در ایون ملالوبا بوا اسوتااد  از      تواند توسط آبدست و دبی نشت عبوری از زیر بند انحرافی میگرادیان هیدرولیکی در انتهای پایین
دست ساز  و همچنین دبی نشت تئوری نگاشت همدیس و در حالت عمق نامحدود لایب ناوذناپذیرا معادلات گرادیان هیدرولیکی نسبت بب فاصلب از پایین

دست ساز  و همچنین صوص تغییرات دبی عبوری نسبت بب فاصلب از پایینبدست آمد  است  همچنین با توجب بب معادلات بدست آمد ا نمودارهایی در خ
بنود قوائم در   بنود قوائم در انتهوای بالادسوت و دو آب    بند قائم در انتهای پایین دسوتا آب بند تولید شد  مسئلب برای سب حالت مختلف آبطول لازم آب

بنود در  تر از وجوود یوآ آب  دست در کاهش دبی نشت بیشبند در بالادست و پایینآبدست حل گردید  نتایج نشان داد تاثیر وجود دو بالادست و پایین
-بند در پایین دست تاثیر بیشا وجود آبSبند بب طول آب bدست است  همچنین در یآ نسبت ثابت طول ساز  بند در پایینبالادست و یا همان آب

/5.1طوری کب اگر بند بالادست دارد ببتری در کاهش دبی نشت نسبت بب آب Sb  باشدا در فاصلبb5.0 بنود  دست ساز ا تاثیر آباز انتهای پایین
 باشد میبند بالادست تر از آبدرصد بیش 6دست در کاهش دبی نشتا پایین

 

 نگاشت همدیس انشت اگرادیان هیدرولیکی  ابند انحرافی ابندآب :کلیدی‌های‌واژه
 

 ‌‌‌‌1‌2مقدمه

های آبی باید طوری طراحی شوند کب در های ناوذناپذیر ساز کف
برابر شکستگی کف بب دلیل فشوار بالابرنود  و زیرشوویی در انتهوای     

خاطر گرادیان خروجی بیش از حدا ملاوم باشند  بررسوی  دست ببپایین
بنود بوا   های هیودرولیکی در حالوت وجوود آب    جریان نشت از زیر ساز

های تحلیلی و عددی توسط محللین مختلاوی اناوام   استااد  از روش
بند بور نشوت از زیور سودهای     ( اثر دیوار آب1385شد  است  عایای )
افووراری هووای نوواهمگن را بووا اسووتااد  از موودل نوورمخوواکی در محوویط

Seep/W کورد  قبادیوان و   باشود بررسوی   کب بر پایب المان محدود می
بند و زهکش بر نیوروی زیرفشوار و   ( تاثیرات دیوار  آب1388خدایی )

روش عوددی احاوام محودود    های آبی را ببگرادیان خروجی زیر ساز 
( بب بررسی تاثیر پرد  سورر  1392بررسی کردند  صیادزاد  و زمردیان )

یر مایل بر خصوصیات جریان و فشار بالابرند  در پی سدهای ناوذناپوذ 
سازی عددی با اسوتااد  از مودل الموان    پرداختند  در این تحلیقا مدل

                                                           
های هیدرولیکی و عضو هیأت علمی گرو  مهندسی عمران کارشناس ارشد ساز  -1

 مؤسسب آموزش عالی اسرارا مشهد
 دانشگا  فردوسی مشهدا دانشکد  مهندسیا  اعمرانگرو  مهندسی استاد  -2

 (Email: Maghrebi@um.ac.ir                   نویسند  مسئول: -)*

( 1393اناوام گردیود  حاتوی و همکواران )     Ansysمحدود نرم افرار 
بند در زیور سودهای خواکی را    -موقعیت بهینب مکانی و زاویب پرد  آب

سازی عددی با توسط مدل آزمایشگاهی و عددی بررسی نمودند  مدل
اناام گرفت  محموود   Seep/Wافرار لمان محدود نرماستااد  از مدل ا

( توسط یوآ مودل عوددی بوب بررسوی اثور طوول        1395و همکاران )
زهکش افلی بر دبی نشتا نیروی زیر فشار و گرادیان هیودرولیکی در  

( تواثیر دیووار   1395سد خاکی همگن پرداختند  نوروزی و همکواران ) 
ای سوبنن را بوا   یر بند بر گرادیان خروجی و نشت در سود سونگر  آب

( نیور بوا   1395سازی عددی مطالعب کردند و یوسای و همکاران )شبیب
بند بر کنترل نشوت و  استااد  از یآ مدل آزمایشگاهیا تاثیر پرد  آب

های هیدرولیکی را بررسوی کردنود    پدید  جوشش در پی آبرفتی ساز 
سا ( با استااد  از تئووری نگاشوت همودی   1396احمدیان و همکاران )

بند در سدهای انحرافی های آبموقعیت و زاویب قرارگیری بهینب دیوار 
هوای تاربوی   تورین روش توان گاوت قودیمی  را بدست آوردند  اما می

باشوند  طراحی بر اساس تئوری بلیق و تئوری خورش وزنوی لوین موی    
Bligh., 1910)  وLane., 1935  خوسن و همکاران روش تحلیلوی  )

بند میانی یوا انتهوایی در حالوت عموق نامحودود      آبها با را برای ساز 
هووا همچنووین روش محوویط ناوذپووذیر زیوورین سوواز  ارایووب کردنوود  آن

بنودهای متعودد پیشونهاد    متغیرهای مستلل را برای در نظر گرفتن آب
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بنودهای مسوط    (  مالهوترا تحلیل کفKhosla et al., 1936کردند )
ر یآ محویط نامحودود قورار    بندهای مساوی را در دو انتها کب دبا آب

های تحلیلی (  پاولوفسکی روشMalhotra., 1936دارندا ارایب نمود )
را برای دو حالت نشت با عمق محدود زیرین ساز  ارایوب کورد: یکوی    

های مدفون بدون آب بند  بند و دیگری کفبند مسط  با یآ آبکف
وهوای  حل تحلیلی نشت را از یآ محیط محودود بوا الگ  فیلچاکوف را 

 ,.Polubarinova-Kochinaبند ارایب کرد )مختلف بند انحرافی و آب

های تحلیلی را برای بندهای انحرافی در حالت حل(  هار نیر را 1962
بند در دو انتها و مدفون شدگی سواز  در  بند و نیر دو آبوجود یآ آب

(  بوانرجی و  Harr., 1962یآ محیط با عمق نامحودود ارایوب کورد )   
حل تحلیلی برای نشت در عمق محودود در فرازبنود دو   وف را مولشک

(  ایاوام  Banerjee and Muleshkov., 1992جودار  را ارایوب داد )  
حل تحلیلی نشت را از زیر یآ بند انحرافی در یآ محیط نامحدود را 

دار در انتهای پایین دست ارایب نمود  در ایون  بند شیببا وجود یآ آب
ادیان هیدرولیکی را نسبت بب فاصولب از انتهوای   تحلیق وی معادلب گر

(  فوارو  و اسومیت طراحوی    Ijam., 1994پایین دست بدسوت آورد ) 
های هیدرولیکی با دو فیلتر میانی را مطالعب کردنود  سواز  موورد    ساز 

بند در دو انتها بر روی محیط ناوذپوذیر بوا عموق    بررسی شامل دو آب
باشد  با اسوتااد  از  مدیس میمحدود و روش مورد استااد ا نگاشت ه

نتایج روش تحلیلی مذکورا نمودارهای طراحوی بورای اسوتااد  آسوان     
(  گووول و پووینی اثوور Farouk and Smith., 2000تولیوود شوودند )

بنود در  بند مسط  با یآ آبحااظت سنگ چین پایین دست یآ کف
انتهای پایین دست را بر گرادیان خروجوی در حالوت نشوت در عموق     

(  جوین و ردی  Goel and Pillai., 2010نامحودود مطالعوب کردنود )   
بنود  بند مسط  بوا دو آب مسئلب نشت در عمق محدود در زیر یآ کف

 Jain andدست را بررسی نمودند )مساوی در انتهای بالادست و پایین

Reddi., 2011 های هیدرولیکی را بوا  (  احمد جریان نشت از زیر ساز
هوای  ای بر پایب المان محودود در موقعیوت  امب رایانباستااد  از یآ برن

(  مآ لافلوین و احمود   Ahmed., 2011مختلف سرری بررسی کرد )
های هیدرولیکی با یآ فیلتر میانی را مطالعب کردنود   نشت از زیر ساز 

های هیدرولیکی با فیلترهوای  در این تحلیقا جریان نشت از زیر ساز 
ان از سواحل کانال توسوط یوآ برناموب    میانی و با در نظر گرفتن جری

ای بوور پایووب المووان محوودود مووورد بررسووی قوورار گرفووت      رایانووب
(McLoughlin and Ahmed., 2012 احمد و همکاران تحلیل سب  )

های هیدرولیکی با فیلترهوای میوانی را   بعدی جریان نشت از زیر ساز 
-ا طوول اناام دادند  در این تحلیقا ترکیبات مختلف فیلترهای میانی

های ساز ا هد و عمق سرری در جریان نشت بور اسواس یوآ مودل     
(  در اکثوور Ahmed et al., 2014المووان محوودود مطالعووب گردیوود )

های عوددی و یوا آزمایشوگاهی    تر بب روشمطالعات اناام شد ا بیش
هوای تحلیلوی ذکور شود  نیور معادلوب       پرداختب شد  اسوت و در روش 

دست ساز  بدست ب از انتهای پایینگرادیان هیدرولیکی نسبت بب فاصل

نیامد  و همچنین در حالت نشت بب محیط با عمق نامحدودا بب معادلب 
 دبی نشت پرداختب نشد  است 

صورت فورم بسوتب بورای گرادیوان     در این ملالبا روابط تحلیلی بب
دست ساز  برای جریان نشوت در  هیدرولیکی نسبت بب فاصلب از پایین

کب محیط متخلخل زیرین آن با عموق نامحودود   زیر یآ بند انحرافی 
است ارایب شد  همچنین با استااد  از یوآ روش سواد ا معادلوب دبوی     

دست نیور موورد محاسوبب قورار گرفتوب      نشت نسبت بب فاصلب از پایین
هوایی  است  همچنین از نتایج معادلات بدست آمد  برای تهیوب گوراف  

دسوت  ااظت پوایین بند و طول حجهت طراحی و تعیین طول لازم آب
تواند کمآ شایانی در طراحوی  ها میساز  استااد  شد  تهیب این گراف

جوای حول معوادلات    بندهای انحرافی و همچنین جایگرین مناسبی بب
های بیضوی باشند  لازم بب ذکر است در حل تحلیلی بب شامل انتگرال

روش نگاشت همدیس بستب بب مسئلب موورد بررسویا حول معوادلات     
( Special Functionsد  مناور بوب تولیود تووابعی خواص )     حاصل ش

هوای بیضووی   ها توابع ژاکوبی و انتگورال شود کب یآ دستب از آن می
بور  باشند  با توجب بب اینکب حل این توابع خاص گاهی اوقات زموان می

حل کاربردیا معادلات حاصل توان بب عنوان یآ را است بنابراین می
تور  ها راحتگیری از آنکرد تا استااد  و نتیابشد  را بب نمودار تبدیل 

هایی جهت برآورد دبی نشوت بور حسوب    باشد  در این پژوهشا گراف
 دست ساز  بدست آمد  است بند و فاصلب از انتهای پایینطول آب

 

 هامواد‌و‌روش

روش تحلیلی مورد استااد  در این ملالب بر اساس روشی است کب 
توسط پاولوفسوکی پیشونهاد گردیود  ایون روشا بکوار بوردن تبودیل        

کریستوفل در دو مرحلب است  در مرحلب اولا محیط صواحب   -شوارتر
شود و شت مینگا t( بب نیم صاحب کمکی zفیریکی مسئلب )صاحب 

1)(رابطب  tFz  آید  در تبدیل مرحلب دوما ناحیب مستطیل بدست می
شکل همدیس بر صاحب کمکی ( ببشکل پتانسیل مختلط )صاحب 

t  2)(نگاشت شد  و تابع tF آیود  بوا اسوتااد  از دو    بدست می
Fz)(رابطب گاتب شد ا رابطب تابعی بصورت    بین صاحاتz  و

 1صوورت  کریستوفل بوب  -حاصل خواهد شد  رابطب تبدیل شوارتر 
 است 
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و     نلاط مختلف نلاط مختلوف از صواحب    2tا 1tدر این رابطب 
z  بر روی نیم صاحب کمکیt 1ا 2ا  و     زاویب نلاط متناظر در

های رابطب هستند  نیر ثابت Nو  1Mبر حسب رادیان و  zصاحب 
دسوتا آب بند قائم در انتهای پوایین مسئلب برای سب حالت مختلف آب

های مسواوی در  بند قائم با طولبالادست و دو آببند قائم در انتهای 
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 بررسی از نتایج روش حل پاولوفسکی استااد  شد هوای موورد   دست حل شد  است  در بخشی از حالوت بالادست و پایین

 

 
 tصاحب کمکی  -(                                     بzصاحب فیریکی مسئلب )صاحب  -الف

‌((Harr., 1962)بند‌و‌محیط‌محدود‌زیرین‌سازه‌)باز‌ترسیم‌شده‌از‌صفحات‌نگاشت‌همدیس‌در‌حالت‌وجود‌آب‌-1شکل

 
حل‌تحلیلی ‌ماادلیه‌‌‌‌بند‌قائم‌وهای‌مختلف‌قرارگیری‌آبحالت

 دست‌سازهگرادیان‌هیدرولیک ‌نسبت‌به‌فاصله‌از‌پایین

حل تحلیلی اناام شد  توسوط پاولوفسوکی   در این قسمت ابتدا را 
الف( برای یافتن میران دبی نشت از زیر یآ -1در مورد مسئلب شکل )
بند کب یآ لایب ناوذ ناپذیر با عمق نا محدود در بند انحرافی بدون آب

-1(  در شکل )Harr., 1962شود )سازی میآن قرار گرفتبا ساد زیر 
ب( نگاشوت نلواط    -1الف( محیط صاحب فیریکی مسئلب و در شکل )
جهوت اسوتااد  در    tمختلف صاحب مذکور بر روی صواحب کمکوی   

 کریستوفل نشان داد  شد  -تبدیل شوارتر
وفسکی پس از حل مسئلب گاتب شود ا  الف(ا پاول-1مطابق شکل )

بب روابطی جهت محاسبب دبی نشت و همچنین پارامترهوای ماهوول   
مسئلب کب مربوط بب نگاشت نلاط مختلوف صواحب فیریکوی بور روی     

 هستندا دست یافت  tصاحب کمکی 
(2) 
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ضوریب   kدبی نشت در واحود عورس سواز ا     qدر این رابطبا 
smناوذپذیری بر حسب  تابع انتگرال بیضوی کامل نوو    mK)(ا /

mK)(و  mاول با مدول       تابع انتگرال بیضوی کامول نوو  اول بوا
 بدست آمد  2مطابق رابطب  mباشند  مدول می mمدول 

(3) 
)1)(1(

)(2

21

21








m  

کووب در آن 
21 mm   1و  2و  پارامترهووای ماهووول
نشوت از زیور   سازی مسئلب فوو  و محاسوبب دبوی    هستند  جهت ساد 

-نهایت موی بند و لایب ناودناپذیر آن در عمق بیای کب بدون آبساز 

 برابر صار فرس و برای  Sبند یعنی باشدا طول آب
نهایووت لایووب ناوذناپووذیرا نسووبت   اعمووال شوورایط عمووق بووی  

01.0/ Tb شود فرس می 

نیور بوب یوآ     2و  1و ملادیر  0با این شرایط پارامتر 
بدسوت   4شووند کوب در نتیاوب روابوط     تبدیل می پارامتر ماهول 

 خواهد آمد 
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kHqدهند  تغییرات نشان 2شکل  Tbبب صورت تابعی از  / ا /
 است 

با کاهش عموق لایوب ناوذناپوذیر یعنوی افورایش       2مطابق شکل 
Tbنسبت  kHqا دبی نشت کاهش یافت تا جایی کب / بب ملودار   /

/01.0رسید  با فرس حدی صار  Tb  بب عنوان لایب ناوذناپذیر در
/86522.1نهایتا ملدار عمق بی kHq   حاصل خواهد شد و ایون

 های تحلیل خواهد بود ملدار منک سایر حالت

 
‌دست‌بند‌قائم‌در‌انتهای‌پایینآب

ایاام کب حل تحلیلی در این بخشا از مطالعات اناام شد  توسط 
-دار در انتهوای پوایین  مسئلب نشت را در حالت قرارگیری آب بند شیب

(  وی معادلووب Ijam., 1994دسووت اناووام داد اسووتااد  شوود  اسووت )
دسوت سواز    گرادیان هیدرولیکی را نسبت بب فاصلب از انتهوای پوایین  

بنود قوائم از آن   بدست آورد  سرس حالت خاص آنا یعنوی حالوت آب  
اج گردید  شکل صواحب فیریکوی مسوئلب و صواحب کمکوی در      استخر

ب( خواهود  -3الف( و )-3صورت اشکال )نگاشت اناام شد  مذکور بب
دسوت  را یوآ نلطوب دلخووا  در پوایین     P( نلطوب  1994ایاام ) بود 

انتهای ساز  انتخاب کرد کب این نلطب در صاحب کمکی بر روی نلطب 

Pt  شد  پس از بدسوت آوردن رابطوب بوین صواحب فیریکوی      نگاشت
در  Pو  Bگوذاری مختصوات نلواط    مسئلب و صاحب کمکیا با جای
 آمد بدست  6و  5از روابط  Ptو  Btآنا ملدار پارامترهای ماهول 

(5) 1
2
 Bt

S

b  
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(6) 1
2
 P

P t
S

x
 

باشد  بوا  دست ساز  میفاصلب از انتهای پایین Pxدر رابطب فو ا 

/2الف( -3بند بصورت قائما یعنی در شکل )فرس اینکب آب  
 باشد 

 

‌
kHqتغییرات‌‌-2شکل‌ Tbبه‌صورت‌تابا ‌از‌‌/ /‌

 

 
‌tصفحه‌کمک ‌‌-(‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌بzصفحه‌فیزیک ‌مسئله‌)صفحه‌-الف

‌((Harr., 1962)بند‌در‌پایین‌دست‌)باز‌ترسیم‌شده‌از‌صفحات‌نگاشت‌همدیس‌در‌حالت‌وجود‌آب‌-3شکل

 
خروجی بدست آمود  در انتهوای    ایاام رابطب گرادیان هیدرولیکی
 ( Ijam., 1994بدست آورد ) 7پایین دست ساز  را بصورت رابطب 

(7) 
BPP

P
e

ttt

t

S

H
I






1

.
 

Sbا بور حسوب   6و  5بور اسواس روابوط     7معادلب  SxPو  / / 
خواهد بود  در این بخش برای محاسبب دبی نشت خروجوی از انتهوای   

توان از قانون دارسی استااد  کرد  بب این صورت کب با داشتن ساز  می
-از انتهوای سواز  و انتگورال    x گرادیان هیدرولیکی بر حسب معادلب

dxxIkdqگیری از رابطب  e ).(. توان دبی نشت را با توجوب بوب   می
 محاسبب کرد  8دست طبق رابطب فاصلب از انتهای پایین

(8)  




x

BPP

P
dx

ttt

t

SkH

q

0

1

.

1


 

 6و  5باید از روابوط   Ptو  Btدر رابطب فو ا ملادیر پارامترهای 
رونود تغییورات    8بعود کوردن رابطوب    جایگرین شوند  با بی 8در رابطب 

kHq Sbنسبت بب  / bx با فرس / هوای مشوخق قابول رسوم     /
 خواهد بود 

‌بند‌در‌انتهای‌بالادستآب
حل تحلیلی محاسبب معادلب گرادیان هیودرولیکی  در این بخش را 

دست سواز  بوا اسوتااد  از نگاشوت همودیس      نسبت بب فاصلب از پایین
ای هو حول شد  معادلوب گرادیوان هیودرولیکی قوبن در را     بدست آورد  

محللین پیشین مشاهد  نشد  است و فلط بب محاسبب ملدار گرادیوان  
حالوت  دست ساز  اشار  شد  بوود  در ایون  هیدرولیکی در انتهای پایین

بند قائم در انتهای بالادست قرار گرفتب است  صاحب فیریکی مورد آب
الوف(  -4الف( نشان داد  شود  اسوت  درشوکل )   -4بررسی در شکل )

دست سواز  کوب بوا ابتودای سواز       ای دلخوا  در پایینا نلطبPنلطب 
xbای برابر فاصلب    دارد  در این شوکلاBCDEF    شوکل کنتوور

نیور   CDEبنود  دهود کوب شوامل آب   سط  زیرین ساز  را نشان موی 
صواحب پوایینی صواحب    روی نویم باشد  با نگاشت این صواحب بور    می

بب ترتیوب   Pو  Fب( بدست خواهد آمد  نلاط -4ا شکل )tکمکی 
پارامترهوای  شوند  این پارامترهواا  نگاشت می Ptو  1Lبر روی نلاط 

ها باید تعیین گردنود  بوا اعموال تبودیل     ماهول هستند کب ملادیر آن
 کریستوفل بین  -شوارتر
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‌
 tصاحب کمکی  -(                                           بzصاحب فیریکی مسئلب )صاحب  -الف

‌((Harr., 1962)بند‌در‌بالا‌دست‌)باز‌ترسیم‌شده‌از‌صفحات‌نگاشت‌همدیس‌در‌حالت‌وجود‌آب‌-4شکل

 
صاحب فیریکی مسئلب و صاحب کمکیا معادلب زیر بورای صواحب   

z  حاصل خواهد شد  9مطابق رابطب 
(9) 12  tSz  

بورای   10رابطوب   9در معادلوب   Fو  Bبا اعموال شورایط نلواط    
 آمد بدست  1Lمحاسبب پارامتر ماهول 

(10)  













 21 )(115.0
2

1

S

bL  














 21 )(115.0
2

1

S

bL
 

برای بدست آوردن معادلب گرادیان هیدرولیکی نسبت بب فاصلب از 
اسوت    دست ساز ا نیاز بب نگاشت صاحب پتانسویل مخوتلط   پایین

 آمد  است  5صاحب پتانسیل مختلط در شکل 

‌
‌بالا‌دستبند‌قائم‌در‌انتهای‌برای‌آب‌صفحه‌‌-5شکل‌

 
بورای   11کریسوتوفلا رابطوب    -با استااد  مادد از تبدیل شوارتر

 آمد نگاشت صاحب پتانسیل مختلط بدست 

(11)            

1
1

11
1

15.0
1

5.01

1

12
sin

)()1(

N
L

Lt
iM

N
Ltt

dt
M
















    

های معادلب هستند کب بوا  ثابت 1Nو  1Mدر این معادلبا ملادیر 

بدست خواهنود آمود و در    11در معادلب  Fو  Bاعمال شرایط نلاط 
نهایت معادلب بین نگاشت صاحب کمکی و پتانسویل مخوتلط بصوورت    

 است  12رابطب 

(12) 
2

1

2

1 11 L

kH
Cos

L
t







  

 است  13طبق تعریفا رابطب گرادیان هیدرولیکی بصورت رابطب 

(13) 
dZ

dt

dt

d

k

i
Ie


  

گذاری با محاسبب و جای
dZ

dt

dt

d   در رابطوب   10و ملادیر رابطوب

برای گرادیان هیدرولیکی نسبت بوب فاصولب از انتهوای     14ا رابطب 13
 دست ساز  بدست خواهد آمد پایین

 (14)  tS

t

A

iH
Ie

.

12 



 

5.0
2

2
2

2 )/(115.0)/(115.0



























 






  tSbSbA  

عنوان یآ نلطوب  بب 9در معادلب  Pبا جایگذاری مختصات نلطب 
 را محاسبب کرد  Ptتوان دست ساز ا میدلخوا  در پایین
قرار داد  بنابراین معادلب گرادیوان   tجای پارامتر بب 14و در رابطب 

دست ساز  بدست خواهود  هیدرولیکی بر حسب فاصلب از انتهای پایین
 آمد 

dxxIkdqدر رابطب  14گذاری رابطب با جای e ).(.  رابطب دبی
 بدست آمد  15دست مطابق رابطب را با توجب بب فاصلب از انتهای پایین

(15) 




x

dx
tA

t

S

i

kH

q

0

2 1


 

رونود تغییورات    15بعود کوردن رابطوب    ا با بوی 8مشابب روند رابطب 
kHq Sbنسبت بب  / bxبا فرس  / های مشوخق قابول رسوم     /

 خواهد بود 
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  tصاحب کمکی  -(                                             بzصاحب فیریکی مسئلب )صاحب  -الف
‌((Harr., 1962)بند‌در‌بالا‌دست‌و‌پایین‌دست‌)باز‌ترسیم‌شده‌از‌صفحات‌نگاشت‌همدیس‌در‌حالت‌وجود‌دو‌آب‌-6شکل

 
دسیت‌‌های‌برابر‌در‌انتهای‌بالادست‌و‌پیایین‌بند‌با‌طولدو‌آب

‌سازه
در این بخش محاسبب معادلب گرادیوان هیودرولیکی از پیچیودگی    

های بیضوی برخوردار و محاسبات مربوط بب توابع خاص مانند انتگرال
 15و  14ا 8ا 7روابوط   دلیل آن هم ضمنی بودن معادلب است و ماننود 

تووان رابطوب صوریحی را بدسوت آورد      جهت محاسبب دبی نشت نموی 
 صاحب فیریکی مسئلب در شکل 

صاحب کمکی و صاحب پتانسویل   7ب( و -6الف( و در شکل )-6)
 مختلط نشان داد  شد  است 

بنود بوب همورا  عموق     هار این مسئلب را در حالت سواز  بوا دو آب  
حل کرد کب البتب فلط بوب ملودار گرادیوان     dشدگی بب ملدار مدفون

دست اشار  کرد  است در این ملالب ملودار  هیدرولیکی در انتهای پایین
d   برابر صار است و هدف بدست آوردن معادلب گرادیان هیودرولیکی

اسوت   دست ساز  با استااد  از روش نگاشت همدیس در انتهای پایین
صواحب  های قبلیا صاحب فیریکی مسوئلب بور روی نویم   مطابق حالت

کریستوفل اسوتااد  خواهود    -کمکی نگاشتب و سرس از تبدیل شوارتر
 ( Harr., 1962شد )

 

‌
بند‌قائم‌در‌انتهای‌بالا‌دست‌و‌برای‌دو‌آب‌-صفحه‌‌-7شکل‌

‌پایین‌دست

ماهوول اسوت  پوس از     و  mب( پارامترهوای  -6در شکل )
نگاشت صاحب فیریکی مسئلب بر روی صاحب کمکیا معادلوب صواحب   

 بدست آمد  16فیریکی مسئلب بصورت رابطب 

(16)  ),(.),()(
2

mEKmFKE
b

Z 


  

Eدر این رابطب     اانتگرال بیضوی کامل نوو  دوم بوا مودولm ا
K   انتگرال بیضوی کامل نو  اول با مدولm ا),( mE   انتگرال

),(و  و دامنووب  mبیضوووی نووو  دوم بووا موودول  mF   انتگوورال
باشووند  همچنووین مووی و دامنووب  mبیضوووی نووو  اول بووا موودول 

21 mm  ( است  هارHarr., 1962 نموداری را برای بدست )
 ارایب و برای پوارامتر ماهوول    8بصورت شکل  mآوردن پارامتر 

KEنیر رابطب   /2   را ارایب کرد 
/0در این شکل  bd  است  با اناام روندی مشابب آنچب کب در

دا بند در انتهای بالادست اناام شو -بند در انتهای پایین و آبمورد آب
 17با اناام نگاشت صاحب پتانسیل مختلطا معادلب آن بصورت رابطوب  

 آمد بدست 

(17) 
kH

t


cos  

 13بنابراین برای معادلب گرادیوان هیودرولیکی بور اسواس رابطوب      
 حاصل خواهد شد  18رابطب 

(18) 
)(2 22

22






P

P
e

tK

tm

b

iH
I  

یآ رابطب ضمنی است  با قورار دادن مختصوات نلطوب     18رابطب 
) ;( PP ttxbxP   توووان ملوودار  مووی 16در معادلووبPt  را

 16محاسبب کرد  با اناام این کار و در نظور گورفتن اینکوب در رابطوب     
sin)/(ملدار  1 mtP

  آرگومان توابع انتگرال بیضوی نو  یآ و
است بنابراین ملدار آرگوموان یوآ عودد     1Ptباشد و ملدار دو می

مختلط خواهد شد کب پس از حل معادلب برای یآ آرگوموان مخوتلطا   
 بدست خواهد آمد  19رابطب 
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‌
Sbبر‌حسب‌‌mتغییرات‌پارامتر‌‌-8شکل‌ ‌((Harr., 1962))باز‌ترسیم‌شده‌از‌‌/

 

(19)        1,'.,''
2

/  mEKmFKEbx p 


 

),(ملادیر توابع  mF   و),( mE   ها با ملادیر آن 19در رابطب
متااوت است و دلیل آن هم مختلط بودن آرگومان توابع  16در رابطب 

 بدست آمد  21و  20است  ملادیر این توابع از روابط 

(20) KimFmF  .),(),(   

(21)    

 ''              

sin1cot,, 22

EKi

mmEmE



   

sin)1/(در روابط فو ا  1 t باشد  در این حالت با توجب می
تووان بطوور   معادلات و برای محاسبب دبی نشتا نمیبب ضمنی بودن 
bxPبور حسوب    19را از رابطب  tمستلیم ملدار  محاسوبب کورد و    /

dxxIkdqسرس در رابطب  e ).(.     قرار داد و انتگرال گیوری نموود
دسوت سواز  بایود بوا     برای محاسبب ملدار دبی نشت از انتهوای پوایین  

bxPقراردادن ملادیر مختلوف بورای    را  Ptا ملودار  19در رابطوب   /
ملودار گرادیوان    18گوذاری آن در رابطوب   بدست آورد و سرس با جای

محاسبب و سرس ملدار دبی را بصورت تامعی از انتهای هیدرولیکی را 
Sbدست ساز  محاسبب کرد  در روابط فو  پارامتر منحنی پایین در  /

 قابل استخراج است  8مستتر بود  و از شکل  mمدول 
 

 نتایج‌و‌بحث

kHqبا توجب بب معادلات حاصل شد  برای  Sbبر حسب  / و  /
bx بندا تغییرات این پارامترها در در سب حالت مختلف قرارگیری آب /

 مشاهد  شد   11تا  9اشکال 

bxالف( نسبت -9در شکل ) پارامتر منحنی است کب در ملودار   /
Sbثابت  دست ساز  دبوی نشوت   ا با افرایش فاصلب از انتهای پایین/

دست ساز ا بوا  نیر افرایش یافت و در یآ فاصلب ثابت از انتهای پایین
بند دبی نشوت نیور کواهش خواهود یافوت  در تموام       افرایش طول آب

الف(ا شیب در ابتدا زیاد است بب این معنی کوب  -9های شکل )منحنی
بند حساس است و از ملوداری  ات دبی نشت بب تغییرات طول آبتغییر

/1در حدود  Sb تدریج کاهش یافتب و بب حالوت  ها ببشیب منحنی
بنود افورایش   طوری کب با کاهش طوول آب افلی نردیآ خواهد شد بب

قابل توجهی در دبی نشت رخ نوداد  همچنوین بوا افورایش فاصولب از      
 شدند  تر ها نسبت بب هم کمدست ساز ا فاصلب منحنیانتهای پایین

bxب( نیر نسبت -9در شکل )  پارامتر منحنوی اسوت  هموان     /
الف( مشاهد  شد در این شوکل نیور وجوود    -9روند کلی کب در شکل )

دارد  همچنین واض  است کوب بوا فورس دبوی نشوت یافتوب یکسوان        
kHq bxیآ فاصلب مشخق  و در / توری  بند بررگا بب طول آب/

دست مورد نیاز است  این موضو  در شکل در بالادست نسبت بب پایین
/5.1برای  10 Sb  برای یوآ   10در شکل  نشان داد  شد  است

دست با هم پایینبند برای دو حالت بالادست و حالت خاصا وجود آب
ب( نیور وجوود   -9الوف( و ) -9ملایسب شدند  این روند بین دو شوکل ) 

دسوت  برای یآ فاصلب مشوخق از انتهوای پوایین    10دارد  در شکل 
بند در بالادسوت از زیور سواز     تری در حالت وجود آبساز ا دبی بیش

 عبور کرد  
/5.1برای  بب عنوان مثال Sb   و در فاصولبb5.0   از انتهوای

بنود  دست ساز ا دبی نشت عبوری از زیر ساز  در حالت وجود آبپایین
 16بنود در بالادسوت   درصد و در حالوت وجوود آب   10در پایین دست 

 10بند هسوتند  در شوکل   درصد دبی نشت عبوری در حالت بدون آب
دست ساز ا بوب تودریج تاواوت اثور     شد کب با حرکت بب پایینمشاهد  

-طوریدست و بالادست بر دبی نشت کاهش یافت بببند در پایینآب

/10کب دو منحنی در  bx ها تلریبا بب هم نردیآ شد  و شیب آن
تر از ملدار مذکورا طور یکسان افرایش یافت  در واقع در فاصلب بیشبب

 دست بر میران دبی نشتا یکسان است دست و بالابند در پاییناثر آب
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bxبند قائم در پایین دست )آب -الف bxبند قائم در بالا دست )آب -پارامتر منحنی است(                   ب /  پارامتر منحنی است( /

kHqتغییرات‌‌-9شکل Sbنسبت‌به‌‌/ /‌

 

 
kHqتغییرات‌‌-10شکل‌ bxنسبت‌به‌‌/ /5.1بند‌قائم‌در‌بالا‌دست‌و‌پایین‌دست‌در‌حالت‌در‌دو‌حالت‌آب‌/ Sb‌

‌

‌
kHqتغییرات‌‌-11شکل‌ bxنسبت‌به‌‌/ Sbبند‌قائم‌در‌بالا‌دست‌و‌پایین‌دست‌)در‌حالت‌آب‌/ ‌پارامتر‌منحن ‌است(/

‌

Sbنسبت  11ا در شکل 18با توجب بب ضمنی بودن رابطب  بوب   /
هوای  عنوان پارامتر منحنی انتخاب شد  است  همان روند کلی شوکل 

نیر مشاهد   شد  با توجوب بوب ملوادیر     11ب( در شکل -9الف( و )-9)
توان پی برد کب در حالت های قبلی میو ملایسب آن با شکل 11شکل 

Sbبند و با ملادیر وجود دو آب bxو  / توری  ثابتا دبی نشت کوم  /
هوای  افتد  بب عنوان مثالا اگر نسبتنسبت بب دو حالت قبلی اتاا  می

bx Sbو  / باشند )بوب عبوارتی بوا     5/0و  4بب ترتیب برابر ملادیر  /
بند کب دبی نشت در طولی مشخق و ثابوت  یآ طول ثابت برای آب

-شود( ملدار دبی نشت در حالت دو آبدست خارج میاز انتهای پایین

بنود در بالادسوت بوب ترتیوب     دست و یآ آببند در پایینبندا یآ آب
 خواهد بود  5/0و  45/0ا 32/0برابر 
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‌گیرینتیجه

ای تحلیلی بب شکل فرم بستب بورای گرادیوان   در این ملالبا رابطب
اسوتااد  از آن در  دسوت و  هیدرولیکی نسبت بب فاصلب از انتهای پایین

الت محیط نامحدود زیرین ساز  ارایب گردیود   حمحاسبب دبی نشت در 
بند حل شد و خنصب نتوایج  مسئلب برای سب حالت قرارگیری دیوار آب

 حاصل بب شرح ذیل ارایب است 
با هدف محدود نمودن نشت بب ملوداری مشوخق کوب از طوول     

بند بوب ترتیوب در   آبشودا طول دست خارج میمعینی در انتهای پایین
دسوت  های مساوی در بالادست و پوایین بند با طولحالت وجود دو آب

دسوت و در  بند بب تنهایی در پایینتر از طول آن در حالت وجود آبکم
/2بالادسووت اسووت  مووثن در یووآ نسووبت ثابووت    bx  و نشووت

2.0/ kHq ا نسبتSb و 35/0ا 65/0ترتیوب دارای ملوادیر   بب /
 خواهند بود  24/0

بنود در  با فرس عبوور دبوی یکسوان نشوت از سوب حالوت دو آب      
بنود در  دسوت و یوآ آب  بند در پوایین دستا یآ آببالادست و پایین

دسوت  توری در انتهوای پوایین   های بررگترتیب بب طولبالادستا  بب
مچنین در یآ نسوبت ثابوت   جهت عبور دبی مذکور مورد نیاز است  ه

5.0/ Sb  2.0و نشت/ kHq ا نسبتbx ترتیوب دارای  بوب  /
 خواهند بود  8/0و  4/1ا 3/2ملادیر 

بند صار و عمق محیط نامحدود باشد دبی با فرس اینکب طول آب
/86522.1نشت عبوری از زیر سواز    kHq     5خواهود بوود  اگور 
/093.0درصد ملدار مذکور برابر  kHq  1باشد و/ bx  ا بورای

Sbدرصد دبی نشتا ملدار  95کنترل  بب ترتیب در حالت وجود دو  /
 18/0و 3/0ا 5/0دست و در بالادست در حدود یینبند در پابندا آبآب

 است 

توان بب همرا  نتایج فو  معادلات و نمودارهای بدست آمد  را می
دست بنودهای  های حااظت از ساز  در انتهای پایینجهت تعیین طول

 انحرافی استااد  کرد 
 

‌اهپیشنهاد

نموودن  توان با محدود عنوان پیشنهاد جهت ادامب تحلیلاتا میبب
محیط متخلخل زیرین ساز  و استااد  از همین روش تحلیلیا معادلوب  

دست سواز  را بور حسوب فاصولب از انتهوای      گرادیان خروجی از پایین
دست بدست آورد  همچنین تغییر شرایط مرزی حاکم بور مسوئلب   پایین

دسوت و یوا   نظیر نامساوی بودن طوول آب بنود در بالادسوت و پوایین    
از سواز  بوب ملودار مشوخق و اسوتااد  از روش      مدفون بودن بخشی 

های بعدی تواند جهت پژوهشنگاشت همدیس و پتانسیل مختلط می
مورد استااد  قرار گیرند و با نتایج بدست آمد  در این پژوهش ملایسب 

های آبی از اهداف تر ساز هایی جهت طراحی راحتگردند  تولید گراف
 باشد یهای تحلیلی محلمهم و کاربردی را 

‌منابع

  اسوتااد  از تئووری نگاشوت    1396فغاوور مغربویام    و س  احمدیانا
-هوای آب یابی موقعیت و زاویب قرارگیری دیوار همدیس در بهینب

  12پژوهشی هیودرولیآ    -بند در سدهای انحرافی  نشریب علمی
4 :13-1  

  بررسووی 1393حاتوویاص ا قریشوویاس ح ا اژدریاخ و بهمنوویام   
بند و عددی موقعیت بهینب مکانی و زاویب دو پرد  آبآزمایشگاهی 

 در زیر سدهای خاکی  سیردهمین کنارانس هیدرولیآ ایران  

  توواثیر پوورد  سوورر مایوول بوور 1392صوویادزاد اف و زمردیوواناس م    
خصوصیات جریان و فشار بالابر در پی سدهای ناوذناپذیر  اولوین  

 لق اردبیلی کنارانس ملی مهندسی ژئوتکنیآ  دانشگا  مح

بند بر نشت از زیر سودهای خواکی در     اثر دیوار آب1385عایایاس  
شناسوی کواربردی و   های ناهمگن  دوموین هموایش زموین   محیط

 شهر واحد اسنم -محیط زیست  دانشگا  آزاد اسنمی

بند و زهکش بر نیروی   اثرات دیوار  آب1388قبادیانار و خداییاک  
هوای آبوی بوا حول عوددی      ی زیر ساز زیر فشار و گرادیان خروج

معادلب عمومی جریان آب در خاک بب روش احاام محدود  نشریب 
  148-160: 4  23آب و خاک  

  اثر طول زهکش افلی بر دبی 1395محمودا  ا بدخشانام و سیایاا  
نشتیا نیروی زیور فشوار و گرادیوان هیودرولیکی در سود خواکی       

پانردهمین کنارانس هیدرولیآ سازی عددی  همگن توسط شبیب
 ایران 

بنود    بررسی تاثیر دیووار آب 1396نوروزیار ا سلماسیاف و ارونلیا   
ای سوبنن بوا   بر گرادیان هیدورلیکی و نشوت در سود سونگریر    

: 1  2سازی عددی  نشوریب هیودروژئولوژی دانشوگا  تبریور      شبیب
84-71  

عوب آزمایشوگاهی     مطال1395یوسایام ا پرویریام و صدقی اصولام   
بند بر کنترل نشت و پدید  جوشش در پوی آبرفتوی   تاثیر پرد  آب

: 3  48های هیدرولیکی  نشریب مهندسی عمران امیور کبیور    ساز 
328-315  

Ahmed,A. 2011. Design of Hydraulic Structures 
Considering Different Sheet pile Configurations and 
Flow through Canal Banks. Computers and 
Geotechnics. 38: 559-565. 

 

Ahmed,A., McLoughlin,S., Johnston,H. 2015. 3D 
Analysis of Seepage under Hydraulic Structures 
with Intermediate Filter. Journal of Hydraulic 
Engineering. 141:060140191-060140197 

Banerjee,S and Muleshkov,A. 1992. “Analytical 



 109     ...دست بندهاي انحرافي بند قائم بر گرادیان خروجي پایينتاثير طول آب

solution of steady seepage into double-walled 
cofferdams.” Journal of Engineering Mechanics. 
118. 3:525 -539 

Bligh,W.G. 1910. “Dams, barrages and weirs on porous 
foundations.” Engineering. News, 64.26: 708-710. 

Farouk,M.I and Smith,I.M. 2000. Design of Hydraulic 
Structures with two Intermediate Filters. Applied 
Mathematical Modeling. 24: 779-794. 

Goel,A and Pillai,N.N. 2010. “Variation of exit gradient 
downstream of weirs on permeable foundations.” 
The Pacific Journal of Science and Technology. 
11.1: 28-36. 

Harr,M.E. 1962. Groundwater and seepage, McGraw 
Hill, New York. 

Ijam,A.Z. 1994. Conformal Analysis of Seepage below 
a Hydraulic Structure with Inclined Cutoff. 
International Journal for Numerical and Analytical 
methods in Geo-mechanics. 18: 345-353. 

Jain,A.K. and Reddi,L.N. 2011. “Finite- depth seepage 
below flat aprons with equal end cutoffs.” Journal of 

Hydraulic Engineering. 1659-1667. 

Khosla,A.N., Bose,N.R and Taylor,E.M. 1936. “Design 
of weirs on permeable foundations.” Publication No. 
12, Central Board of Irrigation, New Delhi, India. 

Lane,E.W. 1935. “Security from under-seepage 
masonry dam on earth foundations.” Transactions 
American  Society of Civil Engineering. 60.4: 929-
966. 

Malhotra,J. K. 1936. “Appendix to Chapter VII: 
Mathematical investigations of the subsoil flow 
under two standard forms of structures.” Publication 
No. 12, Central Board of Irrigation, New Delhi, 
India. 85-90. 

McLoughlin,S and Ahmed,A. 2012. Seepage under 
Hydraulic Structures Provided with an Intermediate 
Filter. Seepage under Hydraulic Structures. 27-31. 

Polubarinova-Kochina,P.Y. 1962. Theory of ground-
water movement. Translated by. J. M. Roger de 
Wiest. Princeton University, Princeton, New Jersey. 

  



 1397اردیبهشت  -فروردین ،  12، جلد  1، شماره نشریه آبياري و زهكشي ایران      110

 

Effects of Cutoff Length in the Downstream Exit Gradients of Diversion Dams 

Using Conformal Mapping 
 

S.H. Mojtahedi
1
 and M.F. Maghrebi

2* 
Recived: Augu.24, 2017             Accepted: Oct.19, 2017 

 

Abstract 

The hydraulic gradient at the end of d/s of diversion dams as well as the seepage rate can be controlled by 
cutoff. In this paper, the hydraulic gradient equations in terms of the d/s distance and seepage discharge have 
been obtained for an infinite depth of the impervious layer by the use of conformal mapping. Then, they have 
been used to produce the pertinent graphs that show the variations of seepage discharge as a function of cutoff 
length and distance from d/s. The results will be useful for the designers of diversion dams. Three scenarios of 
cutoff walls are discussed: vertical cutoff at d/s, u/s and a couple of cutoffs at d/s and u/s of the impervious floor. 
The results show that the effect of two cutoffs at the u/s and d/s ends in reducing the seepage discharge is larger 
than two other cases. Also, for b/S=const., where b is the total length of the impervious floor and S is the cutoff 
length, the d/s cutoff more effectively reduces the seepage discharge than the u/s one. If b/S=1.5, at x=0.5b from 
d/s end, the effect of d/s cutoff in reducing seepage discharge is 6% more than the u/s one. 

 
Keywords: Cutoff- Diversion dam- Hydraulic Gradient- Seepage- Conformal Mapping 
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