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 چکیده

باشید  در  سازی جریان آب زیرزمینی میی های لازم، نیاز به مدلبینیمنظور مدیریت منابع آب و پیشهای اخیر به دلیل کاهش بارندگی و بهدر دهه 
 تفاضل محدود، روش اجزای محیدود  های عددی متعددی مانندشود و توسط روشها برای کل سیستم، یک رابطه دیفرانسیل در نظر گرفته میاین مدل
جا که در ایین روش، از هندسیه دقیی     آنشود  از یزوژئومتریک استفاده میااخیرا از روش جدیدتری به نام روش تحلیل   گرددمی حلبدون مش  و روش

ر شیرایط  آب زیرزمینیی د جرییان  در این تحقی  رابطه شود  حذف می بندیشود، مشکلات ناشی از شبکهمساله به منظور محاسبه توابع پایه استفاده می
مورد مطالعه قرار گرفت  بیرای حیل ایین    دشت بیرجند واقع در خراسان جنوبی در یک سال با فاصله زمانی ماهانه  در آبخوان آزاد ماندگار و غیرماندگار 

گردیید و بیه عنیوان    به محاسدر حالت ماندگار سطح آب زیرزمینی  ابتدااستفاده شد   (NURBS)رابطه از روش ایزوژئومتریک بر اساس توابع پایه نربز 
و جواب اولیه حالت غیرماندگار مورد استفاده قرار گرفت  سپس سطح آب زیرزمینی محاسبه شده توسط این روش با سطح آب زیرزمینی مشیاهده شیده   

های آمیاری دقیت   به لحاظ معیار IGAسازی نشان داد که روش سطح آب زیرزمینی محاسبه شده توسط روش تفاضل محدود مقایسه شدند  نتایج مدل
 بالاتری از روش تفاضل محدود دارد 
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 123مقدمه

تیرین  حل معادلات دیفرانسیل حاکم بر رفتار یک سیستم از مهیم 
مهندسیی میورد بحی     های علوم و مسائلی است که همواره در زمینه

گیرد  از آنجیا کیه تنهیا میوارد معیدودی از ایین معیادلات را        قرار می
هیای عیددی   های تحلیلی حیل نمیود، روش  توان مستقیما با روش می

زیادی در چند دهه اخیر برای حل چنین معادلاتی پیشنهاد شده است  
اند و امیروزه  رشد چشمگیری داشته هارایانههای عددی با ظهور روش

معادلات بسیار پیچیده در  می توانها به کمک کامپیوترها و این روش
های عددی معیروف  برخی از روش را حل نمود های متنوع علوم حوزه

عبارتند از روش تفاضیل محیدود، روش اجیزای محیدود، روش نقیا       
-های بدون مش که این روشهای جدیدتر مانند روشمحدود و روش

و به دنبال ایجاد کارایی، دقت، سیرعت   ها هریک در پی دیگری آمده
رفیع مشیکلات   بالاتر و ایجاد امکاناتی جدییدتر بیرای حیل مسیائل و     

پرکیاربردترین   از  ((Swathi and Eldho., 2014د هسیتن های قبلی روش
که روشیی عیددی بیرای حیل      استها روش اجزای محدود این روش

                                                           
 دانشگاه بیرجند    دانشجوی کارشناسی ارشد رشته مهندسی و مدیریت منابع آب -1
 دانشیار گروه مهندسی عمران دانشگاه بیرجند  -2
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ایین روش ییک مسیئله بیا      تقریبی بسیاری از مسائل مهندسی است 
بینهایت درجه آزادی را به یک مسئله با درجات آزادی محدود تبیدیل  

تر شود  در روش اجیزای محیدود از   تا بدین وسیله حل آن ساده کرده
ای اسیتفاده  به صورت گسترده 5و هرمیت 4یاب لاگرانژتوابع پایه درون

صیورت  سازی فضای حل و هندسه با این توابیع  شده است که تقریب
دقیی  ییک میدل فیزیکیی را     تواند هندسیه  گیرد  اما این روش نمیمی

  (Mohtashami et al., 2017) برداشت نماید
توسط هیوز و همکارانش  2005هندسی در سال روش تحلیل هم

سیازی  اجزای محدود و میدل برای رفع شکاف موجود بین دنیای تحلیل 
نام ایین روش برگرفتیه     (Hughes et al.,  2005) کامپیوتری معرفی شد

  توابع پایه به کار استاز مفهوم ایزوپارامتریک در روش المان محدود 
رفته در توصیف دقی  هندسه در تقریب میدان حل نیز به کیار گرفتیه   

  شیود نامییده میی   6کشوند از این رو این روش تحلیل ایزوژئومتریمی
به عنوان ها ز آناتوان های محاسباتی زیادی وجود دارد که میفناوری

 8و نربز 7اسپلاین  انتخاب بیاستفاده کردپایه در تحلیل ایزوژئومتریک 

                                                           
4- Lagrange 

5- Hermite 

6- Isogeometric Analysis 

7- B-Spline 

8- NURBS 
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هیای هندسیه   ه عنوان پایه اولیه به دلیل پرکاربرد بودن این فنیاوری ب
  از (1393)رودسییرابی،  باشییندمحاسییباتی در اراحییی مهندسییی مییی

وی به های یک مهندس فرانستوان از تلاشاسپلاین میپیشگامان بی
هیا و سیطوب بزییه در دهیه     در توسعه و معرفی منحنیی  1نام، پیر بزیه

نام برد  توابع پایه بی اسیپلاین بیر اسیاس     1970و اوایل دهه  1960
 Peigl) شده است ای یک رابطه بازگشتی ساخته  2بور -الگوریتم دی

and Tiller., 1997) بیور نییز ییک الگیوریتم پاییدار       -   الگیوریتم دی
های اسپیلاین در فرم بی اسپلاین به که در تعیین منحنی عددی است
تیوان بیا تعییین درجیه     رود  یک منحنی بی اسیپیلاین را میی  کار می

نربز نیز حالت  عبدست آورد  تواب 4و بردار گرهی 3)مرتبه(، نقا  کنترلی
که تفاوت اصلی آن در نسیبت دادن   هستندها اسپلاینتعمیم یافته بی

  نربزها به عنوان یک پایه برای آنالیز نسبت استوزن به نقا  کنترلی 
ای قطعه قطعه مرسوم بیه راحتیی تعمییم داده    به توابع پایه چند جمله

نظیری را در میان ییک  گردند و ضمنا قدرت بیشوند و اصلاب میمی
اند  این قدرت یعنی م کردههای کاربردی فراهمجموعه وسیع از برنامه

هیای تحلیلیی در بطین آنیالیز     های هندسیی و توانیایی  ترکیب توانایی
گی عمده ایین روش توانیایی   ژایزوژئومتریک است  به عبارت دیگر وی

یکسانی از هندسیه دامنیه محاسیباتی در سراسیر      حفظ توصیف دقی 
    (Falco et al., 2011)فرآیند تجزیه و تحلیل است 

به اور وسییع در اراحیی گرافیکیی، علیوم     توان مینربز توابع از 
کید  ونی  و همکیاران     کیرد مهندسی و مکانیک محاسباتی اسیتفاده  

آموزشی متلب برای حیل مسیائل نیوع انتشیار بیضیوی ماننید رابطیه        
فییالکو و همچنییین   (Vuong et al., 2010)نیید پواسییون ارائییه کرد

روش آنییالیز  یییک ابییزار نییرم افییزاری جهییت اسییتفاده از   همکییاران
 Falco et) بعدی پواسون تهیه نمودندایزوژئومتریک برای حل رابطه دو 

al., 2011)   روش اجیزای محیدود    از مفیاهیم ( 1390) قرشی و همکیاران
یافته برای تعمییم روش ایزوزئومترییک بیرای حیل مسیائل دو      توسعه

 .بعدی ترک در محیط همسانگرد استفاده و روابط را بازنویسی کردنید 
همچنین برای مشخص نمیودن کیارایی روش پیشینهادی دو مسیئله     

چنیین روش  الاستیک حاوی ترک به کمک روش ایزوزئومتریک و هم
حسیینی و همکیاران     دادنداجزای محدود توسعه یافته مورد تحلیل قرار 

جدییدی را معرفیی کردنید  ایین      برای ایجاد سطح دقیی  روش ( 1393)
ای از مراحیل  ز انجیام مجموعیه  روش قادر است به سیادگی و پیس ا  

کوتاه، توزیع مناسب نقا  داده و بردار گرهی مشترک را بیرای ایجیاد   
ایزوژئومترییک  از روش  نیوون و همکیاران     اسپلاین معرفی کندسطح بی

کردنید  ایین روش بیا    برای آنالیز مسیائل جرییان غیراشیباع اسیتفاده     
الت خطی و غیرخطیی  استفاده از توابع پایه نربز دقت بالاتری در دو ح

                                                           
1- Bezier 

2- D-Boor C.R. 

3- Control Point 

4- Knot Vector 

دنبال داشت  خصوصیات و مزایای این روش با حل چندین مسئله را به
   (Nguyen et al., 2014)با خصوصیات مواد مختلیف نشیان داده شید   

بکله و همکاران به مطالعه جریان آب زیرزمینی در حالیت مانیدگار بیا    
در  LRه اسپلاین بهبود یافتاستفاده از روش ایزوژئومتریک با توابع بی

ااراف گوشه غیرقابل نفوذ، در ااراف دیوار آب بند و در ییک محییط   
شییاهرآ آبییادی و    (Bekele et al., 2016)نییاهمگن پرداختنیید 

جرییان   5همکاران روش ایزوژئومتریک را برای حیل رابطیه ریچیاردز   
 Shahrokhabadi et) غیراشباع در محیط متخلخل اسیتفاده کردنید  

al., 2017)  

های اخیر مطالعات متعددی روی آبخوان بیرجنید صیورت   در سال
گرفته است  صادقی و همکاران  برای اولین بار نرآ پمپاژ دبی در چاه

سازی چند هدفه بهینه های بهینههای آبخوان را با استفاده از الگوریتم
ها همچنین با استفاده از   آن(Sadeghi tabas et al., 2016)نمودند 

سازی فاخته پارامترهای هیدرودینامیکی آبخوان دشیت  الگوریتم بهینه
(  1394صیادقی ایبس و همکیاران     سیازی نمودنید)  بیرجند را بهینیه 

برداری از سیفره  منظور مدیریت بهرهگفتنی است در پژوهشی دیگر به
بهینیه سیاز آب زیرزمینیی بیرای      -آب زیرزمینی یک مدل شبیه ساز 

(  همراز و 1394بس و همکاران صادقی ا) آبخوان بیرجند ارائه کردند
سییازی آبخییوان بیرجنیید بییر اسییاس مییدل     همکییاران  بییه مییدل  

MODFLOW     درنرم افزار متلب و بررسی پارامتر عیدم قطعییت بیه
  سییعیدی و (Hamraz et al., 2015)پرداختنیید  GLUEروش 

همکاران سطح آب زیرزمینی آبخوان دشت بیرجند را با استفاده از کید  
کردند  نتایج نشان داد ارتفاع سطح آب زیرزمینیی از  منبع باز محاسبه 

 ,.Saeedi et al)یابید  شرق به غیرب و جنیوب غربیی کیاهش میی     

( نیییز سییطح آب  1391وردی و همکییاران )  قوچانیییان حیی  (2015
و   MODFLOWهیای زیرزمینی این آبخیوان را بیا اسیتفاده از میدل    

WEAP میدل ( بیه  1396محتشمی و همکاران ) سازی نمودند مدل-

-سازی جریان آب زیرزمینی توسط روش بدون شیبکه محلیی پتیروو   
 گالرکین  در شرایط ماندگار در آبخوان دشت بیرجند پرداختند 

سازی جرییان آب زیرزمینیی در شیرایط    مدلز این تحقی  هدف ا
در آبخوان آزاد دشت بیرجند بیا اسیتفاده از روش   ماندگار و غیرماندگار 
که تاکنون در این زمینه تحقیقاتی انجیام   اشدبآنالیز ایزوژئومتریک می

مدلسازی در شرایط غیرماندگار بیرای دوازده بیازه زمیانی      نشده است
ابتدا فرم ضیعیف رابطیه    سازی،مدل منظور هب یک ماهه انجام گرفت 

جریان آب زیرزمینی در حالت دو بعدی برای هر دو شرایط مانیدگار و  
پس با استفاده از هندسیه آبخیوان   مورد نظر ایجاد شد و سغیرماندگار 

گردیید   اسپلاین و نربز و مشتقاتشان محاسبه مورد نظر، توابع پایه بی
ابتدا معادلات پس از اعمال شیرایط میرزی در شیرایط مانیدگار حیل      
گردید و سطح آب زیرزمینی بدست آمیده در ایین شیرایط بیه عنیوان      

                                                           
5- Richards Equation 
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فتیه و میدل آب   مقدار اولیه معادلات در حالت غیرمانیدگار در نظیر گر  
ها محاسبه شد  در انتها در هر بازه زمانی سطح زیرزیمینی در تمام بازه
سازی شده توسط روش ایزوژئومتریک با سطح آب آب زیرزمینی مدل

زیرزمینی محاسیبه شیده توسیط روش تفاضیل محیدود و سیطح آب       
 ای مقایسه شد زیرزمینی مشاهده

 

منطقهموردمطالعه

تیا   32o34′محدوده عیر  جررافییایی   آبخوان دشت بیرجند در

33o8′  58و اییول جررافیییاییشییمالیo41′  59تییاo44′  شییرقی در
 265مسیاحت آبخیوان    قیرار گرفتیه اسیت    استان خراسیان جنیوبی   

متر است  در سطح  30کیلومتر مربع و متوسط ضخامت اشباع آن 
ای قیرار گرفتیه   چاه مشیاهده  10چاه برداشت و  190این آبخوان 
وسعت کیل   قابل نمایش است  1ها در شکل عیت آناست که موق

کیلیومتر   1383کیه   اسیت کیلومتر مربع  3408حوضه آبریز حدود 
منیاا    و  دشت بیرجند جزاستدشت و مابقی ارتفاعات آن مربع 
  (Sadeghi tabas et al., 2016)دشومحسوب میایران خشک 
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تحلیلایزوژئومتریک
ترکیبی خطی از توابیع پاییه نربیز     p، از درجه C(ξ)منحنی نربز، 
ای از نقیا  کنتیرل داده شیده    که ضرایب آن مجموعهاست، به اوری

  (Peigl and Tiller., 1997)است 
C(ξ)=∑ Ri(ξ) Pi

n
i (1                 )                                  

 Ri,p(ξ)مختصیات نقیا  کنتیرل و     Piتعداد نقا  کنتیرل،   nه ک
 بدست آمد  2از رابطه توابع پایه نربز است و 

Ri,p(ξ)=
Ni,p(ξ)wi

∑ Ni,p(ξ)wi
n
i=1

(2               )                               

امیین نقطیه    jو   iبیه وزن غیر صفر اختصاص داده شده  wi,jکه 
، در p ع پایه بی اسپلاین تک متریره از درجیه ابنیز ت  Ni,p(ξ)کنترل، 
پایه بی اسیپیلاین از   ع  برای ساخت مجموعه ای از تواباست ξجهت 
با توالی غیرکاهشیی از اعیداد حقیقیی در     κ(ξ)، بردار گرهی pدرجه 

 شد تعریف  3مطاب  رابطه ، ξ ϵ [0,1]فضای پارامتری، 

κ(ξ)={ξ
1
=0,…,ξ

i
,…,ξ

n+p+1
=1}  (3    )                

  استامین گره  ξi iکه 
بیار تکیرار شیوند،     p+1ها در ابتدا و انتهای بردار گرهیی  اگر گره

شود  در آنالیز جهت ارضیای ویژگیی دلتیای    بردار گرهی باز نامیده می
کرونکر در نقا  مرزی و اعمال مستقیم شرایط مرزی ضروری در این 

 (Nguyen et al., 2014)شود موما بردار گرهی باز استفاده مینقا ، ع

 Ni,p(ξ)اسیپلاین تیک مترییره    با داشتن بردار گرهی، تابع پایه بیی   
 شیود اسبه میمح 4اب  رابطه دی بور -توسط رابطه بازگشتی کاکس

(Peigl and Tiller., 1997): 

Ni,0(ξ)={
1,ξi≤ξ<ξi+1
0,otherwise

      for p=0                         
Ni,0(ξ)=

ξ−ξi

ξi+p−ξi
Ni,p−1(ξ)+

ξi+p+1−ξ

ξi+p+1−ξi+1
Ni+1,p−1(ξ)    for p≥1  (4) 

                          
تابع پایه بی اسپلاین ساخته شده از بیردار گرهیی بیاز در هیر دو     

-مجموعه شد بایابی میانتهای فضای پارامتریک دارای خاصیت درون

ییابی در انتهیای فضیای    اسپلاین با خاصیت درونای از توابع پایه بی
  (Nguyen et al., 2014) قابل مشاهده است 2پارامتری در شکل 

در جهت  qو در جهت  ξدر جهت  p، از درجه S(ξ,η)سطح نربز 
η  شودبیان می 5رابطه به صورت  

S(ξ,η)=∑ ∑ Ri,j
p,q
(m

j=1
n
i=1 ξ,η) Pi,j (5    )                          

Ri,jمختصات نقا  کنترل در دوجهت و  Pi,jکه 
p,q

(ξ,η)  توابع پایه
  شوندتعریف می 6رابطه  دو متریره نربز هستند و به صورت

Ri,j
p,q

(ξ,η)=
Ni,p(ξ)Mj,q(η)wi,j

∑ Ni,p(ξ)Mj,q(η)wi,j
n
i=1

 (6                )                 

به ترتیب توابع پاییه   Mj,q(η)و  Ni,p(ξ)وزن دوبعدی،  wi,jکه 
 ηدر جهییت  qو از درجییه  ξدر جهییت  pاسییپلاین از درجییه  بییی
کییه  κ(η)بییا یییک بییردار گرهییی  4هییای از فرمییولMj,q(η)  اسییت

  قابل محاسبه استدارد،  κ(ξ)خصوصیاتی شبیه بردار گرهی 
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  𝛋(𝛏)={𝟎,𝟎,𝟎,𝟎,𝟎.𝟐𝟓,𝟎.𝟓,𝟎.𝟕𝟓,𝟏,𝟏,𝟏,𝟏}(Nguyen et al. 2014)توابعپایهبیاسپلاینساختهشدهبابردارگرهیباز-2شکل

 

مشتقات توابع پاییه بیی اسیپلاین بیا اسیتفاده از توابیع پاییه بیی         
که البته به دلیل بازگشیتی  قابل محاسبه است، تر اسپلاین درجه پایین

ای ام برای یک چند جملیه  i   مشت  درجهاستبدیهی  4بودن روابط 

 :قابل تعریف است 7رابطه به صورت  κ(ξ) و بردار گرهی pاز درجه 
d

dξ
Ni,p(ξ)=

p

ξi+p−ξi
Ni,p−1(ξ)−

p

ξi+p+1−ξi+1
Ni+1,p−1(ξ) (7) 

                                           
مشتقات بالاتر بیه   7با مشت  گیری پی در پی از هر سمت رابطه 

 بدست آمد  8رابطه صورت 
dk

dξ
kNi,p(ξ)=

p

ξi+p−ξi
(
dk−1

dξ
k−1Ni,p−1(ξ))−

p

ξi+p+1−ξi+1
(
dk−1

dξ
k−1Ni+1,p−1(ξ)) 

(8 )                                                                         
در حضور نقا  تکراری مخرج کسر بعضی از ضرایب فوق ممکین  

کیلا   است صفر شود  هر زمان که این اتفاق افتاد مقدار ایین ضیرایب  
خصوصییات توابیع     (Cottrell et al., 2009)شد صفر در نظر گرفته 

 :بیان شده استپایه نربز به صورت زیر 
∑جزئی از واحد بودن؛- Ri,p

n
i=1 (ξ)=1 

 ؛Ri,p(ξ)≥0نامنفی بودن، -
پیذیری پیوسیته   بار قابلییت مشیت    p ،p−miتوابع پایه درجه -

  استدر بردار گرهی  ξiتعداد تکرار گره  miدارند که  ξiروی گره 
در  Ri,p(ξ)پشتیبانی  دهندهپشتیبانی محلی: این خاصیت نشان -
در سه بعدی، تعداد توابع پایه غیر صفر بیرای  است   [ξi,ξi+p+1]بازه 

  است (r+1)×(q+1)×(p+1) برابر یک بازه گرهی خاص
×nen=(p+1)بنابراین تعداد کل نقا  کنترل هیر المیان برابیر    

(q+1)×(r+1) است(Nguyen et al., 2014)   
 اسیپلاین اسیت   هیای بیی  ترین الگوریتمافزودن گره یکی از مهم

 برخی از کاربردهای آن عبارتند از:

 محاسبه نقا  و مشتقاتش روی منحنی و سطح-

 بندی منحنی و سطحتقسیم-

اضافه کردن نقا  کنترل به منظور افیزایش انعطیاف پیذیری در    -
 (Peigl and Tiller., 1997)تر و جذاب( ) اراحی دقی  سطح کنترل

   
ξ̂∈[κگیره   خواسیته شیود  بدین منظور اگیر  

k
,κ
k+1
 κ(ξ)بیه   [

امین مرحله افزودن گره بیا   rامین نقطه کنترل جدید در  i شود،اضافه 
Qi,r است محاسبه قابل  9 نمایش داده و اب  رابطه 

Qi,r=∝iQi,r−1+(1−∝i)Qi−1,r−1  (9   )                         

∝i={

0                 i≤k−p+r−1
ξ̂−ξi

ξi+p−r+1−ξi
,k−p+r≤i≤k−s

1          i≥k−s+1

                 

درجه توابع پاییه،   pفه شده، ااندیس بازه دربرگیرنده گره اض kکه 
s  استتعداد تکرار گره اضافه شده در بردار گرهی  

 

سازیمعادلاتحاکمبرجریاندوبعدیگسسته

معادلاتجریانآبزیرزمینیدرحالتماندگار
رابطه مستقل از زمان حاکم بیر جرییان در منطقیه ایزوتیرو  دو     

 قابل تعریف است: 10به صورت رابطه  Γ≡∂Ωبا مرز کلی  ɱبعدی 

(10) ∂

∂x
(kxH

∂H

∂x
)+
∂

∂y
(kyH

∂H

∂y
)+
∂

∂z
(kzH

∂H

∂z
)=R  

بیار   Hهیدایت هییدرولیکی و   های تانسور مولفه kx,ky,kz که  
کننیده  کننده و یا تخلیهمولفه ترذیه Rو  (x,y,z)در هر نقطه  پتانسیل

های آزاد در آبخوان  است )به ترتیب با علامت مثبت یا منفی( آبخوان
ترییر ضخامت لایه اشباع با ترییر ارتفاع سیطح آب زیرزمینیی همیراه    

 1863است  برای حل رابطه جریان در ایین حالیت دوپیویی در سیال     
 .(Dupuit., 1863)فرضیاتی را در نظر گرفت که عبارتند از 

 الف(جریان افقی است 
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 ب(شیب هیدرولیکی مساوی شیب سطح آزاد است 
سیاس فرضییات دوپیویی و رابطیه پیوسیتگی در      ای که بر ارابطه

شرایط وجود جریان دوبعیدی و مانیدگار اسیتخراج گردییده اسیت بیه       
 است  11صورت رابطه 

(11)∂

∂x
(kxH

∂H

∂x
)+
∂

∂y
(kyH

∂H

∂y
)=R  

 از آنجا که:
(12)∂H2

∂x
=2H

∂H

∂x
                                            

 بدست آمد 12رابطه در  11با جایگزینی رابطه  13رابطه 

(13)∂

∂x
(kx
∂2H

∂x
)+
∂

∂y
(ky
∂2H

∂y
)=2R  

رابطیه   ( رابطه به فرمkx=kyبا در نظر گرفتن آبخوان همگن )
 شد ساده  14

(14)k[(
∂2H2

∂x2
)+(

∂2H2

∂y2
)]=2R 

های وزنیی اجیزام محیدود بیه     به روش حداقل باقیمانده 14 رابطه
 شد  گسسته سازی 15رابطه صورت 

∫Wik(
∂2H2

∂x2
+
∂2H2

∂y2
)dΩ=2∫WiRdΩ

 

Ω

 

Ω
(15                 )  

سیاده   16رابطیه  گیری جزم به جزم رابطه به با استفاده از انتگرال
 :شد

k[∫Wi
∂H2

∂x
dΓ−∫

∂Wi

∂x
×
∂H2

∂x
dΩ

 

Ω
+∫Wi

∂H2

∂y
dΓ

 

Γ
−

 

Γ

∫
∂Wi

∂y
×
∂H2

∂y
dΩ]

 

Ω
=2∫WiRdΩ

 

Ω
 (16 )                            

در آبخوان دشت بیرجند جریان نرمال وارد یا خیارج شیده از میرز    
تبدیل  17رابطه به رابطه لذا  استن( صفر آ)شرایط مرزی نیوم انآبخو
 شد 

−k[∫
∂Wi

∂x
×
∂H2

∂x
dΩ+

 

Ω
∫
∂Wi

∂y
×
∂H2

∂y
dΩ

 

Ω
]=2∫WiRdΩ

 

Ω
 

(17)                                                                        

 محاسبه شد  18، رابطه 17در رابطه  12با جایگذاری رابطه 

−2k[∫
∂Wi

∂x
H
∂H

∂x
dΩ+

 

Ω
∫
∂Wi

∂y
H
∂H

∂y
dΩ

 

Ω
]=

2∫WiRdΩ
 

Ω
 (18)                                                          

 ( است:19رابطه )ترکیبی خطی به صورت  Hتخمین عددی تابع 
H=∑ Hi φi(x,y)

n
i=1  (19)                                               

طیه  رابپس از جایگیذاری  همان توابع پایه هستند    φi(x,y)که 
 ,i=1برای  Wi=φi با در نظرگرفتن و 18در فرم ضعیف رابطه  19

… , n  شد حاصل  20رابطه سیستم خطی 

k[∫
∂φi

∂x
×
∂φi

∂x
dΩ+

 

Γ
∫
∂φi

∂y
×
∂φi

∂y
dΩ

 

Ω
]H2=∫φiRdΩ

 

Ω
 
(20)                                                                          

بیه ترتییب    و بیردار مجهیولات   f ، بیردار   Kکه ماتریس سختی 
 قابل تعریف است  22-20مطاب  روابط 

(21)[k]=∫
∂φi
∂x
×
∂φi
∂x
dΩ+

 

Γ

∫
∂φi
∂y
×
∂φi
∂y
dΩ

 

Ω

 

 [f]=∫φiRdΩ
 

Ω

 

(22){d}={H2} 

دهنیده مییزان تخلییه و ترذییه در آبخیوان      نشان fماتریس بار یا 
برداشیتی از  گسترده و متمرکیز  های این تخلیه و ترذیه، دبیکه   است

 هستند سفره  و یا ورودی به سفره 

(23)[f]=∫φiRdΩ
 

Ω

=−QK−∫φiqdΩ
 

Ω

 

دبی گسترده همچون بارنیدگی   qام و k دبی متمرکز چاه  QKکه 
   استیا تبخیر 
 

معادلاتجریانآبزیرزمینیدرحالتغیرماندگار
رابطه جریان آب زیرزمینی که براساس فرضیات دپویی  24رابطه 
گی در شرایط وجود جرییان دو بعیدی و غیرمانیدگار در    و رابطه پیوست

 آبخوان آزاد استخراج گردیده است 

(24) ∂

∂x
(kxH

∂H

∂x
)+
∂

∂y
(kyH

∂H

∂y
)=
Sy∂H

∂t
±R 

 از آنجا که:

(25) ∂H2

∂x
=2H

∂H

∂x
 

و اعمیال شیرایط    24در رابطیه   25بنابراین با جایگیذاری رابطیه   
 آمد:بدست  26گردی آبخوان در رابطه، رابطه همگنی و همسان

(26) k[(
∂2H2

∂x2
)+(

∂2H2

∂y2
)]=2×(

Sy∂H

∂t
±R) 

هیای وزنیی اجیزام محیدود و      با استفاده از روش حداقل باقیمانیده 
 27را به صورت رابطه  21گیری جزم به جزم  رابطه استفاده از انتگرال
 گسسته شد 

(27 )                

  
جا که در آبخوان دشت بیرجنید جرییان نرمیال کیه از میرز       از آن

آبخوان وارد و یا خارج شود، وجود ندارد، جمیلات اول و سیوم سیمت    
 برابر صفر هستند  27چپ رابطه 

 (28 )            
 بدست آمد  29، رابطه  28در رابطه  25با جایگذاری رابطه 

−2k[∬
∂Wi
∂x
H
∂H

∂x
dΩ+∬

∂Wi
∂y
H
∂H

∂y
dΩ

ΩΩ

] 

=2∬ Wi
Sy∂H

∂t
dΩ

Ω
+2∬ WiRdΩΩ

(29                   )  
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برای تخمین عددی تیابع   30با درنظر گرفتن ترکیب خطی رابطه 
H  و بیا در نظرگیرفتن   29و جایگزینی آن در رابطه 𝐖𝐢=𝛗𝐢   بیرای

i=1, … , n  بدست آمد  31رابطه 
H=∑ H(t)×φ(x,y)n

i=1  (30                                      )  

 (31 )  
ل رابطیه خطیی    که همان شک 32، رابطه 31با مرتب کرن رابطه 

 است ایجاد شد 
 (32  )

  
 34و  33های سختی، مجهولات و بار به ترتیب در روابط  ماتریس

 قابل تعریف هستنند  35و 

 (33    )   
[U]=Hn+1 (34    )                                                        
[F]=

∬ φiSy(
Hn

∆t
)dΩ

Ω
−∬ φiRdΩ∬ φiSy(

Hn

∆t
)dΩ

Ω
−

Ω

QK−∬ φiqdΩΩ
(35)                                                      

کننیده مییزان تخلییه وترذییه     مشیخص  35ماتریس بار در رابطه 

های گسترده و متمرکز برداشیتی و ییا ورودی    است، این ماتریس دبی
دبی متمرکز )چاه( و  35به سفره هستند  جمله دوم سمت راست رابطه 

همچون بارندگی و یا تبخییر در  جمله سوم سمت راست دبی گسترده 
 واحد سطح است  

 

یفمتغیرهایمسئلهجریانآبزیرزمینیتعر
ایزوژئومترییک ابتیدا    آنالیزبرای تعریف توابع پایه مورد استفاده در 

باید درجه این توابع بر حسب هندسیه آبخیوان تعرییف شیود  در ایین      
در  و p=3 برابرξ جهت مسئله جریان دو بعدی، درجه توابع پایه در 

نقا  کنترلیی اولییه بیر پاییه      .در نظرگرفته شدq=2  برابر ηجهت 
تعداد نقا  کنترلیی در  های وارد بر منحنی تعریف شد  بنابراین مماس
  تعداد اعضای درنظر گرفته شد 7برابر  yو در جهت  16برابر  xجهت 

 pو  تعداد نقا  کنترلیی  nکه - n+p+1بر اساس فرمول  بردار گرهی
بدسیت   10برابیر   ηو در جهت  ξ  ،20در جهت -درجه تابع پایه است

تعرییف   (37( و )36روابیط ) های مربواه به صورت    بردار گرهیآمد
 :شد

κ(ξ)=

{0,0,0,0,
1

5
,
1

5
,
1

5
,
2

5
,
2

5
,
2

5
,
3

5
,
3

5
,
3

5
,
4

5
,
4

5
,
4

5
,1,1,1,1 } (36)     

κ(η)={0,0,0,
1

3
,
1

3
,
2

3
,
2

3
,1,1,1} (37)                      

قابیل   (3-)الیف مش کنترلیی ایجیاد شیده در آبخیوان در شیکل      
ن هیا بایید از تکنییک افیزود    مشاهده است  برای ریزتر کیردن المیان  

جهیت تعرییف و نقیا      بردار گرهی جدید در هر دو استفاده نمود گره
-محاسبه شد  نقا  کنترلی نهایی و المان 9کنترل جدید توسط رابطه 

ابل نمایش است  با اضیافه کیردن   ق (3-)بهای ایجاد شده در شکل 
نقطه و تعداد  1274نقطه به  112های جدید، تعداد نقا  کنترلی از گره
  افزایش یافت  836به  15ها از المان




 مقیاس()بدوننقاطکنترلنهاییوالمانبندینهاییهندسهآبخوان-ب-3مشکنترلیاولیه-الف-3شکل
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کیه عبارتنید از:    داردآنالیز ایزوژئومتریک با چهار فضیا سیرو کیار    
فضای پارامتری، المان مادر و فضای فیزیکی که برای  فضای اندیسی،

در مسیئله جرییان دو    .استقابل نمایش  4مسئله مورد نظر در شکل 
گیری گوس چهار نقطه استفاده شید کیه مختصیات    بعدی، از انتگرال

 بیان شده است  1در جدول گوسی نقا  

 
هاآنوضرائبوزنگوسیمختصاتنقاط-1جدول

ضرائبوزنمختصاتنقاط

861136312/0-347854845/0 

339981044/0-652145155/0 

339981044/0652145155/0 

861136312/0347854845/0 

 
ت از توابع پایه بر روی المیان میادر   شیک نگا به نیاز بدین منظور

ξ,η∈[−1,1]×[−1,1] در این روش یک نگاشت اضیافه از  است  
و در نتیجیه دو   وجیود دارد فضای پارامتری بیه فضیای فیزیکیی نییز     

در ابتدا نگاشت از المان مادر بیه المیان در     گرفتنگاشت باید در نظر 
لمان پارامتری بیه فضیای   فضای پارامتری و سپس نگاشت نسبتی از ا

   صورت گرفتفیزیکی 

مختصات نقا  گوسی را بیه   توانمی برای انجام نگاشت اول هم
توان بازه های گرهی را متناسیب  و هم می دادفضای پارامتری انتقال 

حال برای محاسیبه میاتریس     گرفتبا مختصات نقا  گوسی در نظر 
گیری، لازم است مشتقات با و انجام انتگرال 33و  20سختی از رابطه 

نگاشتی بین سیستم مختصات کلی و فضیای پیارامتری نربیز انتقیال     
معرفی شیده در رابطیه    یابند  این عمل با استفاده از ماتریس ژاکوبین 

   گرفته است، انجام است که مشتقات در دو سیستم مختصات 38

 


 اجزاءنربزبرایسطحآبخوانفرضیموردنظرشرحتصویری-4شکل



J=|

∂x

∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

∂η

∂y

∂η

| (38   )                                                     

 است محاسبه قابل  39های آن توسط رابطه که مولفه
∂x

∂ξ
=∑ Pn

i=1
∂R

∂ξ
 (39             )                                        

R∂که 

∂ξ
مشیتقات   توسیط بوده و به راحتیی   مشتقات تابع پایه نربز  

  پس از محاسیبه  قابل محاسبه است 7توابع پایه بی اسپلاین از رابطه 
 41و  40توسط روابط  x ,yمشتقات توابع پایه نربز نسبت به  ،اکوبینژ

 محاسبه شد 

∂R

∂x
=J−1[

∂R

∂ξ

∂y

∂ξ

∂R

∂η

∂y

∂η

]   (40)                                               

∂R

∂y
=J−1[

∂x

∂ξ

∂R

∂ξ

∂x

∂η

∂R

∂η

] (41     )                                           

در حالت ماندگار و غیرماندگار بیه  در نتیجه ماتریس سختی المان 
 قابل محاسبه است  43و  42ترتیب توسط معادلات 

K=∬ k.BT.B detJ dξ dη
 

Ω
(42     )                                

K=∬ k.B1
 .B  detJ dξ dη+

 

Ω
∬ RiSy(

1

∆t
) detJ dξ dη      

Ω
(43) 

تعرییف  قابل  45و  44های رابطهبه صورت B1 و  Bکه ماتریس 
 است 

B=[

∂R

∂x
…

∂R

∂y
…
]

2×(m×n)

 (44  )                                            

B1=[
∂R

∂x
×Hn

∂R

∂y
×Hn

⋮ ⋮
]
(m×n)×2 

(45                          )  
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 35و  23 روابیط بردار نیرو در تمامی نقیا  بجیز نقیا  میرزی از     
  برای اعمال هد ارتفاعی در بردار نیرو به روش مسیتقیم،  شدمحاسبه 

هیا  آن هدهای موجود را بیدون حیذف معیادلات    ،با یک ترفند عددی
میرزی   د  بدین گونه که ضریب قطری متناظر نقطه کنترلیی شاعمال 

ضرب نمود و ضریب متناظرش در بردار نییرو   1010سختی را در در ماتریس 
 :(Wang and Anderson., 1982)را نیز برابر مقدار زیر قرار داد 

F i=10
10Ki,iui  ;  i∈ΓD (46     )                                   

پس از محاسبه بردار نیرو و ماتریس سختی، ماتریس مجهیولات  
برای محاسیبه هید آب زیرزمینیی در      نقا  کنترلی محاسبه شدبرای 

شرایط مرزی،  :استزیرمجموعه از االاعات نیاز  پنجنقا  کنترلی به 
های برداشت، میزان ترذیه و تخلیه در آبخیوان و مقیادیر هیدایت    چاه

 و ضریب آبدهی ویژه  هیدرولیکی

 
شرایطمرزی

نیوع شیر  میرزی     سازی جریان آب زیرزمینی همواره دور مدلد
)دریشیلت( و شیرایط میرزی بیا      : شرایط مرزی با هد ثابیت وجود دارد
در آبخوان دشیت   .(Park and Leap., 2000) )نیومان( جریان ثابت

  نقا  مرزی با هید  در نظر گرفته شدشرایط مرزی با هد ثابت  دبیرجن
 نمایش داده شده است   1ثابت در شکل 

 
هایبرداشتچاه

در ایین    گرفتیه اسیت   صورت ی آبخوان، برداشتهااز اری  چاه

با نماد  1ها در شکل نآحلقه چاه وجود دارد که موقعیت  190آبخوان 
  دایره قابل مشاهده است 

 
مقادیرتغذیهوتخلیه

در آبخوان بیرجند مقدار بارندگی با توجه به اقلیم خشیک منطقیه   
ه در نظر گرفتیه  بسیار کم است و همین مقدار بارندگی به عنوان ترذی

هیای ایسیتگاه     بارندگی برای این آبخیوان بیر اسیاس داده   شده است
 000727/0برابیر بیا    1390-1391سنجی دشت بیرجند در سال باران
برابر مقیادیر   آبخوانگیری شده است  میزان تخلیه از اندازه روزر بمتر 

  استها در واحد زمان برداشتی از چاه
 

 Syیبآبدهیویژهوضرkهدایتهیدرولیکی

در آبخیوان  و ضیریب آبیدهی وییژه    االاعات هدایت هیدرولیکی 
 بییه چنییدین تیسیین همگیین GISدشییت بیرجنیید توسییط نییرم افییزار 

بنییدی شیید کییه هییر تیسیین یییک عییدد هییدایت )چندضییلعی( تقسیییم
های نربیز ایجیاد   المان ( 1395)فرپور،  ستا هیدرولیکی مشخص را دارا

اسیت، عیدد تیسین    قرار گرفتیه  کدام تیسن در به اینکه  ا توجهشده ب
  مقیادیر هیدایت   یافیت اختصیاص   همان چندضلعی به آنمربواه به 
 6و  5در هیر چندضیلعی در شیکل    و ضریب آبدهی ویژه هیدرولیکی 

نشان داده شده است  واحد تمامی اعداد هدایت هیدرولیکی متر بر روز 
  است

 


 (1395)فرپورهدایتهیدرولیکیآبخوان)بدونمقیاس(-5شکل




 )بدونمقیاس(ضریبآبدهیویژهآبخوان-6شکل



نتایج
پس از ساخت هندسه توسط نقا  کنترل و بردار گرهی و محاسبه 
توابییع نربییز و مشییتقات آن، مییاتریس سییختی و بییردار نیییرو، مطییاب  

معرفیی   مطاب  رابطه خطی  کر شده در متلب بدست آمد توضیحات ذ
ماتریس مجهولات برای نقا  کنتیرل محاسیبه و بیا     4شده در بخش 

جذر گرفتن از ماتریس مجهولات، ارتفاع سیطح آب زیرزمینیی بیرای    
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-نقا  کنترل مربواه محاسبه شد  به منظور اامینان از صحت میدل 

ی بدست آمده بیا مقیادیر   سازی با این روش، مقادیر سطح آب زیرزمین
 سطح آب زیرزمینی مشاهده شده در پیزومترهای آبخوان مقایسه شید  

آب زیرزمینی بدست آمده از مدل در نقا  نزدییک   سطحبدین منظور 
ه و نتیایج  پیزومتر مربوامشاهداتی یابی و با مقادیر به پیزومترها درون

نتایج این مقایسه نشان  2جدول در مقایسه شد   روش تفاضل محدود
 7ای در شکل   قابل ذکر است که پیزومترهای مشاهدهداده شده است
مقایسیه    8چنیین  در شیکل   هیم  انید  شده مشخصبا نماد مستطیل 

سطوب آب زیرزمینی در سه حالت مشاهداتی، محاسباتی توسیط روش  
 ایزوژئومتریک و تفاضل محدود به صورت نموداری قابل نمایش است  

 
درحالتماندگارمقایسهنتایجمدلومشاهداتی-2جدول

نتایجروشردیف
IGA(m) 

 FDM (m)نتایجروش

درآب سطح

پیزومتر
(m)

 FDMخطاینسبیروش IGAروشخطاینسبی

1 1263/79 895/1263 1264/30 0/0004 0003/0 

2 1289/83 572/1290 1290 0/0001 0004/0 

3 1306/91 881/1306 1306/87 0/0003 000008/0 

4 1300/50 745/1296 1300/43 0/00005 0028/0 

5 1299/96 55/1300 1300/77 0/0006 0002/0 

6 1309/74 874/1309 1309/98 0/0002 00008/0 

7 1322/47 806/1321 1322/41 0/00005 0005/0 

8 1342/38 247/1341 1342/24 0/0001 0007/0 

9 1362/48 955/1362 1362/9 0/0003 00004/0 

10 1393/15 449/1392 1392/2 0/0007 0002/0 


هایمشاهدهایدرآبخوانبیرجند)بدونمقیاس(موقعیتچاه-7شکل



 
 مقایسهسطوحآبزیرزمینیدرسهحالتمشاهداتی،محاسباتیتوسطروشایزوژئومتریکوتفاضلمحدود-8شکل



سیازی  مشخص است که سیطح آب زیرزمینیی میدل    2در جدول 
شده توسط روش ایزوزئومتریک در مقایسه با روش تفاضل محدود، به 

چنیین مییانگین   نزدیک تر اسیت  هیم  سطح آب زیرزمینی مشاهداتی 

های موجیود در جیدول،   خطای نسبی روش ایزوزئومتریک مطاب  داده
است در حالیکه مقدار ایین خطیا بیرای روش تفاضیل      00026/0برابر

است  پس از تایید نتایج مدل در حالت ماندگار،  00053/0محدود برابر 

 ۱۱۵۰  

 ۱۲۰۰  

 ۱۲۵۰  

 ۱۳۰۰  

 ۱۳۵۰  

 ۱۴۰۰  

 ۱۴۵۰  

 ۱   ۲   ۳   ۴   ۵   ۶   ۷   ۸   ۹   ۱۰  

ی
ین
زم
یر
ب ز
ح آ
سط

(m
)

 

 پیزومترها

 هد روش تفاضل محدود هد مشاهداتی هد روش ایزوژئومتریک
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الیت مانیدگار،   با داشتن ارتفاع آب زیرزمینی اولیه محاسیبه شیده در ح  
ماتریس سیختی و بیردار نییرو در حالیت غیرمانیدگار مطیاب  رابطیه       

، با اعمال شرایط میرزی بیرای هیر دوازده میاه محاسیبه      35و 33های
گردید  سطح آب زیرزمینیی بدسیت آمیده در هیر میاه بیا سیطح آب        

ای در پیزومترهای آبخوان مربو  به آن ماه مقایسه زیرزمینی مشاهده

 10و  2مقایسه نتایج در ماه  4و  3اسبه شد  جدول و خطای نسبی مح
مقایسیه  12 تیا  9هیای  دهد  همچنین شیکل را بعنوان نمونه نشان می

 8، 5، 3سازی با نتایج حاصل از مدلسازی را در پیزومترهای نتایج مدل
 دهد نشان می 10و 

 

درحالتغیرماندگار2اهداتیماهمقایسهنتایجمدلومش-3جدول

نتایجروشردیف
IGA(m) 

 FDM (m)نتایجروش

درآب سطح

پیزومتر
(m)

 FDMخطاینسبیروش IGAروشخطاینسبی

1 68/1263 34/1263 08/1264 00032/0 00058/0 

2 42/1289 14/1290 67/1289 0002/0 00036/0 

3 87/1306 47/1308 23/1307 00027/0 00095/0 

4 10/1300 92/1297 43/1300 00026/0 00193/0 

5 91/1299 98/1298 09/1299 00063/0 00008/0 

6 24/1309 93/1311 43/1310 00091/0 00115/0 

7 47/1321 49/1321 7/1322 00093/0 00092/0 

8 07/1342 63/1343 63/1342 00042/0 00075/0 

9 40/1362 85/1363 24/1363 00062/0 00045/0 

10 13/1393 15/1394 8/1392 00024/0 00097/0 
 

 درحالتغیرماندگار10مقایسهنتایجمدلومشاهداتیماه-4جدول

نتایجروشردیف
IGA(m) 

 FDM (m)نتایجروش

درآب سطح

پیزومتر
(m)

 FDMخطاینسبیروش IGAروشخطاینسبی

1 60/1263 58/1263 22/1264 00049/0 00051/0 

2 22/1289 72/1291 24/1290 00079/0 00115/0 

3 87/1306 44/1308 85/1306 00002/0 00122/0 

4 10/1300 81/1296 34/1300 00019/0 00271/0 

5 90/1299 68/1298 24/1299 00051/0 00043/0 

6 28/1309 08/1311 80/1309 0004/0 00098/0 

7 49/1321 72/1323 40/1322 00069/0 001/0 

8 01/1342 50/1343 30/1342 00021/0 00089/0 

9 36/1362 57/1363 79/1362 00031/0 00057/0 

10 12/1393 87/1393 21/1392 00065/0 00119/0 


3مقایسهسطوحآبزیرزمینیدرسهحالتمشاهداتی،محاسباتیتوسطروشایزوژئومتریکوتفاضلمحدوددرپیزومتر-9شکل

   ۱۳۰۴  
   ۱۳۰۵  
   ۱۳۰۶  
   ۱۳۰۷  
   ۱۳۰۸  
   ۱۳۰۹  
   ۱۳۱۰  
   ۱۳۱۱  
   ۱۳۱۲  
   ۱۳۱۳  
   ۱۳۱۴  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ی
ین
زم
یر
ب ز
ح آ
سط

(
تر
م

) 

 (  ماه)گام زمانی

 هد مشاهداتی
 هد روش ایزوژئومتریک
 هد روش تفاضل محدود
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5مقایسهسطوحآبزیرزمینیدرسهحالتمشاهداتی،محاسباتیتوسطروشایزوژئومتریکوتفاضلمحدوددرپیزومتر-10شکل


8مقایسهسطوحآبزیرزمینیدرسهحالتمشاهداتی،محاسباتیتوسطروشایزوژئومتریکوتفاضلمحدوددرپیزومتر-11شکل


 10سهحالتمشاهداتی،محاسباتیتوسطروشایزوژئومتریکوتفاضلمحدوددرپیزومترمقایسهسطوحآبزیرزمینیدر-12شکل



هییا و جییداول پیییدا اسییت، نتییایج روش  همییانطور کییه از شییکل
تیر بیوده و خطیای نسیبی     ایزوزئومتریک به نتایج مشیاهداتی نزدییک  

تفاضیل محیدود بسییار    بدست آمده با این روش در مقایسیه بیا روش   
 سازی شدهمقایسه سطح آب زیرزمینی مدلتوان از کمتر است  لذا می

ب آو سییطح و روش تفاضییل محییدود  توسییط روش ایزوژئومتریییک
، قیدرت بیالای   و غیرمانیدگار  شده در حالت ماندگارزیرزمینی مشاهده

   را نشان دادروش عددی به کار گرفته شده 
 

   ۱۲۹۷  

   ۱۲۹۸  

   ۱۲۹۹  

   ۱۳۰۰  

   ۱۳۰۱  

   ۱۳۰۲  

   ۱۳۰۳  

   ۱۳۰۴  

   ۱۳۰۵  

   ۱     ۲     ۳     ۴     ۵     ۶     ۷     ۸     ۹     ۱۰     ۱۱     ۱۲  

ی
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یر
ب ز
ح آ
سط
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م

) 
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(
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) 
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 ۱۳۹۰  

 ۱۳۹۱  

 ۱۳۹۲  

 ۱۳۹۳  

 ۱۳۹۴  

 ۱۳۹۵  

 ۱۳۹۶  

 ۱۳۹۷  

 ۱۳۹۸  

   ۱     ۲     ۳     ۴     ۵     ۶     ۷     ۸     ۹     ۱۰     ۱۱     ۱۲  
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 هد روش تفاضل محدود
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ارزیابیعملکردمدل
خیص عملکرد مدل از خطاهای میانگین، میانگین مطل  برای تش

در شیرایط مانیدگار و   و جذر میانگین مربعات استفاده شد  این خطاهیا  
د شمحاسبه  53تا  50و  49تا  47به ترتیب از روابط غیرماندگار 

ME=
∑ (ho−hs)

 n
i=1

n
(47    )                                        

MAE=
∑ |ho−hs|
n
i=1

n
(48     )                                      

RMSE=√
∑ (ho−hs)

2n
i=1

n
(49         )                            

ME=
∑ ∑ (ho−hs)

n
i=1

m
j=1

m×n
(50  )                                        

   MAE=
∑ ∑ |ho−hs|

n
i=1

m
j=1

m×n
   (51)                         

RMSE=√
∑ ∑ (ho−hs)

2n
i=1

m
j=1

m×n
(52         )                             

به ترتیب سطح آب زیرزمینی مشاهده شیده و   hsو  hoن آکه در 
تعداد گام زمانی  mا و بیانگر تعداد پیزومتره nسازی شده است و مدل

نتیایج خطاهیای میذکور       (Sadeghi tabas et al., 2016)ماهانه است
هیای ایزوژئومترییک و روش تفاضیل محیدود در شیرایط      برای روش

  آورده شده است 6و  5در جدول ماندگار و غیرماندگار به ترتیب 

 
حالتماندگارمحاسبهخطاهایمیانگین،مطلقمیانگینوجذرحداقلمربعات-5جدول

 IGAروش 
روش
FDM 

 321/0 09/0 )متر( خطای میانگین
 404/0 34/0 )متر( خطای مطل  میانگین
 566/0 459/0 )متر( خطای جذر میانگین مربعات

 
حالتغیرماندگارمحاسبهخطاهایمیانگین،مطلقمیانگینوجذرحداقلمربعات-6جدول

 FDMروش IGAروش 

 159/0 355/0 )متر( خطای میانگین
 434/1 34/0 )متر( خطای مطل  میانگین
 197/1 711/0 )متر( خطای جذر میانگین مربعات

 
متیر قیرار داشیته     ±9/1در بیازه   RMSEکه مقدار خطیای  زمانی

بیا    (Anderson et al., 2015)باشد، مقدار خطا قابیل قبیول اسیت    
اخیتلاف   اسیت   خطاهیا قابیل قبیول    مقیدار   6 توجه به مقادیر جدول

میانگین مربعات دو روش در حالت ماندگار و غیر مانیدگار  خطای جذر 
متر است  این میزان اختلاف بیا   486/0و  107/0به ترتیب برابر برابر 

تیوان روش  توجه به مساحت آبخوان حجم قابل توجهی است  لذا میی 
ایزوژئومتریک را روشی کارا و دقی  در مدلسازی جریان آب زیرزمینی 

 دانست  
مینی آبخوان بیرجند با اسیتفاده از مقیادیر ورودی،   بیلان آب زیرز

ها و ذخیره آب در دشت محاسبه شد  با استفاده از مدل بدست برداشت
آمده در این پژوهش، بیلان دشت بیرجنید بیرای شیرایط مانیدگار در     

اختلاف نیاچیزی مییان دبیی     7ارائه شده است  اب  جدول  7جدول 
 .وروردی و خروجی وجود دارد

 
بیلاندشتمدلبدستآمدهازروشایزوژئومتریکدرشرایطماندگار-7جدول

(MCM)دبیخروجی (MCM)دبیورودی

 849/170 ذخیره 172/205 ذخیره
 93/18 هد ثابت 7/36 هد ثابت
 44/79 چاه ها 0 هاچاه
 0 ترذیه 62/28 ترذیه

 229/269 جمع 36/270 جمع

 

گیرینتیجه

ترین کارها جهیت  سازی جریان آب زیرزمینی یکی از اساسیمدل
سیازی  در این مطالعه مدل باشد ها میمطالعات عمی  بر روی آبخوان

آبخوان آزاد دشت بیرجند واقع در خراسان جنوبی بیا اسیتفاده از روش   
سیازی هندسیه و در   شد  در میدل  انجام (IGA) عددی ایزوژئومتریک
این روش   کردتوابع پایه یکسان استفاده از روش آنالیز ایزوژئومتریک 
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استفاده از ایین   بندی و اصلاب آن را راحت تر کرده است فرآیند المان
هیای  بنیدی روش علاوه بر حذف مشکلات بوجود آمده ناشی از المان

را بیرای مسیائل بیا هندسیه     سیازی  متعدد در میدان حل، امکان میدل 
هندسه و محاسیبه   ایجاد  پس از ساختنامنظم و پیچیده را نیز فراهم 

ها، با ورورد االاعیات اولییه   نآو مشتقات  (NURBS)توابع پایه نربز
های برداشت و میزان هیدرولیکی، شرایط مرزی، دبی تهمچون هدای

و سیطح آب   ایجادآب زیرزمینی در حالت ماندگار تخلیه و ترذیه مدل 
به منظور نشیان دادن   زیرزمینی برای هر نقطه کنترل محاسبه گردید 

سطح آب زیرزمینی به دست آمده از مدل کارایی روش ایزوژئومتریک، 
محاسبه شیده توسیط روش تفاضیل محیدود و     با سطح آب زیرزمینی 
مشاهده شده در پیزومترها مقایسه و خطای نسبی سطح آب زیرزمینی 

و قابیل  رضایت بخیش  بدست آمده نتایج  اسبه گردید محها این روش
پس از تایید مدل در حالت ماندگار، نتیایج میدل بیه عنیوان       بود قبول

جواب اولیه مدل در حالت غیرماندگار استفاده شد  در نهایت سطح آب 
زیرزمینی بدست آمده از مدل در هر بازه زمانی با سطح آب زیرزمینیی  

نی محاسبه شیده توسیط روش تفاضیل    ای و سطح آب زیرزمیمشاهده
های زمیانی، سیطح آب زیرزمینیی    محدود مقایسه گردید  در تمام بازه

در مقایسه با روش تفاضل محدود،  IGAسازی شده توسط روش مدل
سیازی  تیر بیود  نتیایج میدل    به سطح آب زیرزمینی مشاهداتی نزدیک

روش ارتفاع آب زیرزمینیی در آبخیوان دشیت بیرجنید نشیان داد کیه       
ایزوژئومتریک در مقایسه با سطح آب زیرزمینی مشیاهده شیده دقیت    
بالاتری دارد  هم چنین مقایسه نتایج روش ایزوژئومترییک و تفاضیل   
محدود بر مبنای معیارهای آماری، نشان داد که روش ایزوژئومترییک  
عملکییرد بهتیییری از روش تفاضییل محیییدود دارد  بنیییابراین، روش   

سازی جریان آب ه اور قابل اعتمادی در مدلتواند بایزوژئومتریک می
 زیرزمینی در شرایط ماندگار و غیرماندگار استفاده شود 

 

اهپیشنهاد

هیای بهبیود یافتیه    تیوان از روش جهت تکمیل کار پژوهشی، می
سازی بردار گرهی و     جهت کاهش خطای مانند افزودن درجه، بهینه

ه از توابع پایه دیگری مانند چنین با استفادسازی استفاده کرد  هممدل
T-spline توان نتایج را با روش پیشنهاد شده مقایسه کیرد  هیم  می-

توان سازی میهای بهینهچنین از ترکیب روش ایزوزئومتریک با روش
 پارامترهای هیدرودینامیکی را بهینه کرد 
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Abstract 

In recent decades, groundwater flow modeling is required due to reduced rainfall and the management of 
water resources and predictions. In these models, a differential equation is considered for the whole system 
which can be soled by several numerical methods such as finite difference, finite element method, and meshless 
method. Recently, a newer method called the isogeometric analysis method is used. Because in this method, the 
exact geometry of the problem is used to calculate the base functions, the problems caused by the meshing are 
eliminated. In this research, groundwater flow equation was studied in steady-state and transient conditions in 
the unconfined aquifer. of  Birjand plain in South Khorasan in a year with a monthly interval. To solve this 
equation, Isogeometric analysis  (IGA) method based on the non-uniform rational B-spline (NURBS) basic 
functions were used. The first, groundwater level was calculated in a steady state and was used as the initial 
solution of transient state. Then, the groundwater level of the computational was compared with the groundwater 
level of observations and groundwater level calculated by the finite difference method. The results of modeling 
showed that the IGA method in terms of statistical criteria has a higher accuracy than the finite difference 
method. 
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