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 چکیده

هرای  های گوناگونی مورد بررسی قررار گیرردر روش  آن با روش معادلات حاکم براست که عمق در مهندسی آب موجب شده اهمیت جریان آب کم
بندی دامنه محاسباتی، معادلات دیفرانسری  را در شررایس سراده و ییهیرده     ها با شبکهها استر این  روشچون اجزا محدود از جمله این روشعددی هم

بندی دامنه ح  نیاز ندارنرد، در شررایس سراده و    ون شبکه که به شبکههای بدکنندر اخیرا محققان برای ح  معادلات دیفرانسی  از روشهندسی ح  می
گراررکین برا ترابق تقریرب      -های کم عمق با استفاده از روش بدون شبکه یترروو  کنندر در این تحقیق معادلات حاکم بر آبییهیده هندسی استفاده می
یرداخته شد و میزان خطای مدل محاسربه شرد و مصر       متغیرسرعت  سازی شدر سپس به ح  مثال جابجایی در میدانحداق  مربعات متحرک مدل

مترر   15627/0و  -0326/0که میزان خطای میانگین و خطای میانگین مجذور مربعات به ترتیرب  مدل از دقت خوبی برخوردار است به طوریکه  گردید
گیری شده مقایسه گردیدر که نتایج بدست آمده از مدل با مقادیر اندازهبودر سپس جریان عبور آب از روی سرریز سد سیاه بیصه مورد بررسی قرار گرفت و 

 باشدرگاررکین می -عمق را با روش یتروو های کمموید دقت ح  معادلات آب

 
 روش بدون شبکه یتروو گاررکین مربعات متحرک، جذرحداق  عمق، تابق شک  های کمآب کلیدی:های  واژه

 

  2 1 مقدمه

 یکیدروریر ه یهرا سرطو  و سرازه   یاز رو یعبور انیجر یبررس
از دانصمندان و مهندسران   یاریمورد علاقه بس یکیزیف دهیم تلف، ید

-مرو   ها،انوسیمد اق و چون جزرهم ییهاانیجرر برای مثال باشدیم

 یهرا لابیاز شکست سد، سر  یناش یهااز وزش باد، مو  یناش یها
 نیر از ا اییهر نمونره هرا  عبور جریاب آب از روی سررریز  و یارودخانه

 یبره طرور کلر   (ر 1392)رحمرانی و فرویرزی    باشندیم یکیزیف دهیید
عمرق مرورد   کرم ی هرا آب تمعادلا توسس روباز، یهادر کانال انیجر

بعردی  گیردر ایرن معرادلات، از معرادلات سره    تجزیه و تحلی  قرار می
دسرت  بافرض فصار هیدرواستاتیک، بره  4استوکس -نایذیر نیویر تراکم
ن این معادلات در مهندسری آب،  نظر به کاربرد و اهمیت فراواآیدر می

های عددی م تلفی برای تحلی  های گذشته محققان روشطی سال

                                                           
منرابق   تیریو مرد  یمهندسر  شیعمران گرا یارشد مهندس یکارشناس یدانصجو -1

 رجندیآب، دانصگاه ب
 دانصگاه بیرجند ،عمران گروه دانصیار دانصکده مهندسی -2
 دانصگاه بیرجند ،دانصکده مهندسی گروه عمران استادیار -3

 ( Email:Akbarpour@Birjand.ac.ir)* نویسنده مسئول:      
4- Navier-Stokes 

 بره اجرزا محردود،   تروان  هرا مری  روش نیر از جملره ا  آن ارایه کردنردر 
 تفاضلات محدود و حجم محدود اشاره کردر

هرایی  رغرم مزایرای فرراوان دارای محردودیت    هرا علری  این روش
بنردی دامنره حر     نیازمند بودن به شبکه هاترین آنباشند که مهم می

تروان بره   بندی دامنه ح  مری استر از جمله مصکلات مرتبس با شبکه
 مرحلهبندی در کاهش دقت محاسبات در حین انتقال اطلاعات از مش

، چرون بررای انتقرال    در مرحله جدیرد اشراره کررد   بندی قبلی به مش
نابراین دقت محاسبات اطلاعات ناچار به استفاده از توابق میانی است ب

روش تفاضلات محدود ر (1396یابد )محتصمی و همکاران کاهش می
و محردود بره    مرنظم کراربرد دارد   ی دامنره   دارایدرح  مسا ترشیب

بندی کامر   روش تفاض  محدود به شبکه رهای مستطیلی استشبکه
دامنه ح  نیازمند است، از این رو در مسایلی که شرایس مررزی مرتبرا   

بندی دامنه ح  است، که ایرن  کند نیازمند به روز شدن شبکهر میتغیی
بر و ییهیده استر به همین دریر  اخیررا اسرتفاده از    مسئله امری زمان

 های بدون شبکه گسترش یافته استرروش
شبکه را مطرر    های بدونبار جینگورد و موناقان ایده روشاورین

هررای نجررومی از روش  سررازی یدیررده هررا برررای مرردل کردنرردر آن
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 Gingold and)اسررتفاده کردنررد  1هیرردرودینامیک ارات همرروار 

Monaghan., 1977)زنری  های بدون شبکه تقریبر ایده اصلی روش
بندی دامنه حر   ها و بدون نیاز به شبکهدامنه مسئله با استفاده از گره

 استر
عمق برا  کم یهابر ح  معادلات آب یمحققان سع یتاکنون برخ

ژو و همکاران با اسرتفاده از  ر اندبدون شبکه کرده هایه از روشاستفاد
-است، معادلات آب 2یشعاع هروش بدون شبکه که بر اساس تابق یای

ها برا بره   ر آنردندک یسازرا مدل 3عمق همراه با مرز متحرککم یها
حرکرت مررز آزاد را    ،یسراز در فرمرول  4لریاو -روش لاگرانژ یریکارگ
به دامنه مستق  از زمان کردندر سرپس    یکرده و مسئله را تبد یابیرد
سرد و   یاز فرویاشر  یناشر  لابیس انیمحاسبه جر یمدل را برا جینتا

ر  (Zhou et al., 2004)مودنرردروانرراب مررو  در سرراح  اسررتفاده ن
ارات همروار   کینامیدرودیر ه یاز و بونت با استفاده از روش -گزیرودر

م تلررف  هرراید در هندسرره  شکسررت سرر یاقررداب برره حرر  مسررا  
 2006ر در سررال (Rodriguez-Paz and Bonet., 2005)نرردکرد
 هرای همراه با گرره  5با استفاده از روش حداق  مربعات گسسته یارزان

 ,.Arzani)عمق یرداخرت کمی هاآب لاتمعاد زیبه آنار افته،یساختار 

 ر   (2006
 کیر در  6یعر یو همکراران برا اسرتفاده از روش ارمران طب     دربانی

عمرق  کم یهامعادلات آب سازیهیاقداب به شبی لاگرانژ بندیفرمول
و  یرحمران  ر(Darbani et al., 2011)کردنرد  یقرو  انیر گراد کدر ی

-کم یهاح  معادلات آب یافصار از روش حداق  مربعات گسسته برا

سراخت دسرتگاه    یهرا بررا  استفاده کردنردر آن  عمق در حارت ماندگار
استفاده نمودندر سپس  7معادلات، از تابق شک  حداق  مربعات متحرک

 کردنررد سررهیمقا یلرریو تحل یتجربرر جآمررده را بررا نتررایبدسررت  جینتررا
(RahmaniFiroozjaee and Afshar., 2011) ی زیر و فرو یرحمانر

عمق را با اسرتفاده ا زروش بردو نصربکه    کم یهامعادلات آب (1392)
 جیو تابق شک  حداق  مربعات متحررک حر  کردنرد و نترا     8نگاررکی

 ح  مسئله شکست سد به کار بردندر یحاصله را برا
 یابیر رونو د یعر یبا اسرتفاده از روش ارمران طب   یاسیو ق یکرمان

حاصله  جسپس نتایر عمق را ح  کردندکم یهامعادلات آب 9بسونیس
 Kermani) کردنرد  سره یحاص  از روش حجم محدود مقا جیرا با نتا

and Ghiasi., 2016) ر در این تحقیق با استفاده از روش بدون شبکه

                                                           
1- Smoothed Particle Hydrodynamics 

2- Radial base function 

3- Moving Boundary 

4- Lagrangian-Eulerian scheme 

5- Discrete Least Squares Mesh less 

6- Natural Element Method 

7- Moving Least Squares 

8- Element Free Galerkin 

9- Sibson interpolation 

عمق یرداخته شد های کمگاررکین به ح  معادلات آب -محلی یتروو 
و سپس برای یک مثال استاندارد مورد آزمون قرار گرفت و در نهایرت  
عبور جریان آب از روی سرریز سد سیاه بیصه در حاررت دوبعردی و در   

 سازی شدرغیرماندگار مدل شرایس

 

 هامواد و روش

 تابع تقریب حداقل مربعات متحرک

از تابق حداق  مربعرات متحررک    و همکاران رورزیبار ن نیاوربرای 
اسرتفاده   10ایبرای ساخت تابق شک  و گسترش روش ارمران توسرعه  

ر ایجراد ییوسرتگی در کر  دامنره     (Nayroles et al., 1992)کردنرد  
سازی با هر مرتبه چنین تقریبیابی تابق میدان و هممسئله برای درون

 های این تابق تقریرب اسرت   ترین ویژگیخواه از سازگاری از مهمدل

(Liu and Gu., 2005)  هرای ترابق حرداق  مربعرات     ر ایرن ویژگری
برای تورید توابرق  از آن صورت گسترده متحرک موجب شد محققان به
و و همکراران در روش بردون   که بلهکر شک  استفاده کنندر به طوری

 11گراررکین  -شبکه گاررکینو آتلوری و ژو در روش بدون شبکه یتروو 
هرای  از تابق حداق  مربعات متحرک برای تورید ترابق شرک  در روش  

 ,.Atluri and Zhu)بررردون شررربکه خرررود اسرررتفاده کردنرررد 

2000;Belytschko et al., 1994)ر 
 Ωیک تابق تغییرات میردانی در دامنره مرورد بررسری      𝑈(𝑋)اگر 

شودر تقریرب   نصان داده می 𝑈ℎ(𝑋)با  𝑋در نقطه 𝑈(𝑋)باشد، تقریب
معرفری   1تابق متغیر میدان را به فررب رابطره   حداق  مربعات متحرک 

 : (Belytschko et al., 1994)کند می

(1) 
𝑈ℎ(𝑋) =∑𝑝𝑗(𝑋)𝑎𝑗(𝑋) = 𝑃

𝑇(𝑋)𝑎(𝑋)

𝑚

𝑗

 

و  𝑃(𝑋)هرای تصرکی  دهنرده     ایتعداد ترک جملره   𝑚که در آن
𝑎(𝑋)  بردار ضرایب 𝑃(𝑋)       تعریرف   2اسرت کره بره صرورت رابطره
 شود: می

(2) 𝑎𝑇(𝑋) = {𝑎1(𝑋)𝑎2(𝑋) …   𝑎𝑚(𝑋) } 

𝑃(𝑋)  یک بردار توابق یایه از مرتبهp   است که در فضرای یرک-

 .باشدمی 4و  3بعدی و دوبعدی به صورت رابطه 

(3) 𝑃𝑇(𝑋) = {1   𝑥𝑥2   …   𝑥𝑝} 

(4) 𝑃𝑇(𝑋, 𝑌) = {1   𝑥𝑦𝑥2𝑥𝑦𝑦2…  𝑦𝑝} 

 شودربر اساس مثلث خیاب یاسکال ساخته می pبه طور کلی بردار 
کره در   𝐽(𝑋)دار ترابق وزن  𝑎(𝑋)برای تعیین ضررایب مجهرول   

 : (Liu and Gu., 2005)شود نصان داده شده مینیمم می 5 رابطه

                                                           
10- fDiffuse element method 

11- Meshless local Petrov-Galerkin 
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(5) 𝐽(𝑋) =∑𝑊(𝑋 − 𝑋𝐼)[𝑃
𝑇(𝑋𝐼)𝑎(𝑋) − 𝑈𝐼]

2

𝑛

𝐼

 

(6) 𝑊(𝑋 − 𝑋𝐼) = 𝑊𝐼(𝑋) 

و مقردار   𝐼مربوط به نقطره گرهری   1تابق وزن 𝑊𝐼(𝑋) 5در رابطه 
و مقردار   𝐼داخ  کروشه اختلاف بین مقدار ت مین زده شده در نقطره 

نیز تعداد نقاط در دامنه حمرایتی   𝑛باشندر  داده شده در همان نقطه می
 ر(Liu and Gu., 2005)باشد  می

 شودربررسی می 7رابطه  𝐽(𝑋)به منظور مینیمم کردن تابق 

(7) 𝜕𝐽

𝜕𝑎
= 0 

 آیدربدست می 8که در نهایت رابطه 

(8) 𝑎(𝑋) = 𝐴−1(𝑋)𝐵(𝑋)𝑈𝑠 

و  10، 9بصرررورت روابرررس  𝑈𝑠و𝐴(𝑋)  ،𝐵(𝑋)، (8در رابطررره )
 شوندرتعریف می11

(9) 𝐴(𝑋) =∑𝑊(𝑋𝐼)𝑝(𝑋𝐼)𝑃
𝑇(𝑋𝐼)

𝑛

𝐼

 

(10) 𝐵(𝑋) = [𝑊1𝑝(𝑥1)𝑊2𝑝(𝑥2) … 𝑊𝑛𝑝(𝑥𝑛)] 

(11) 𝑈𝑠 = [𝑈1𝑈2   …   𝑈𝑛]
𝑇 

تقریب حداق  مربعات متحرک  1در رابطه  8گذاری رابطه با جای
 گردد:ارایه می 13و  12به صورت روابس 

(12) 𝑈ℎ(𝑋) =∑∑𝑃𝑗(𝑋)(𝐴
−1(𝑋)𝐵(𝑋))𝑗𝐼𝑈𝐼

𝑚

𝑗

𝑛

𝐼

 

(13) 𝑈ℎ(𝑋) =∑𝜙𝐼(𝑋)𝑈𝐼

𝑛

𝐼

 

یرارامتر   𝑈𝐼، تابق شرک  و  𝜙𝐼(𝑋)تقریب تابق  𝑈ℎ(𝑋)که در آن 
بیران   14صورت رابطره  باشدر به عبارتی دیگر تابق شک  به گرهی می

 :گرددمی

(14) 𝜙𝐼(𝑋) =∑𝑝𝑗(𝑋)(𝐴
−1(𝑋)𝐵(𝑋))

𝑗𝐼
= 𝑃𝑇𝐴−1𝐵𝐼

𝑚

𝑗

 

 شود:بیان می 15مصتق جزیی تابق شک  به صورت رابطه 

(15) 
𝜙𝐼,𝑥(𝑋) =∑{𝑝𝑗,𝑥(𝑋)(𝐴

−1(𝑋)𝐵(𝑋))
𝑗𝐼

𝑚

𝑗

 

 +𝑝𝑗(𝑋)(𝐴
−1(𝑋),𝑥𝐵(𝑋) + 𝐴

−1(𝑋)𝐵(𝑋),𝑥)𝑗𝐼} 
، شرش  𝑃(𝑋)در این یژوهش تعداد توابق یایه بکار رفته در برردار  

(m=6)  و از مرتبه دو(p=2) های موجود چنین تعداد گرهباشدر هممی
ها و تعداد توابق یایه بسرتگی  به نحوه توزیق گره (n)در دامنه حمایتی 

را ارضرا   8در رابطره   𝐴(𝑋)وس مراتریس  دارد و باید شرط وجود معک
ها از تعداد توابرق یایره خیلری    نمایدر به همین دری  باید تعداد این گره

𝑛)تر باشد بیش ≫ 𝑚)ای برای تعیین دقیق ر باید توجه داشت نظریه
n های عددی بدست آید وجود ندارد و باید از طریق آزمون(Liu and 

                                                           
1- Weight function 

Gu., 2005)ر 

 
 تابع وزن

سرازی ترابق شرک  دارد    نقش مهمی در عم  تقریب تابق وزن که
 ر(Liu., 2002)دارای چهار ویژگی زیر است 

 مقدار تابق وزن در داخ  دامنه حمایتی مثبت استر
 مقدار تابق وزن در خار  دامنه حمایتی صفر استر 

خرواه،  مقدار تابق وزن به صورت یکنواخرت نسربت بره نقطره دل    
 یابدر  کاهش می

 کندر ها نرب عم  می میزان مناسبی روی مرزاین تابق به 

های گوناگونی از جمله تابق گوسی و اسپیلاین تابق وزن به صورت
عنوان ترابق وزن بره   وجود دارد که در این یژوهش از تابق اسپیلاین به

 استفاده شده است: 16صورت رابطه 

(16) 𝑊𝑖(𝑋) =

{
 
 

 
 

2

3
− 4𝑟𝑖

2̅̅ ̅ + 4𝑟𝑖
3̅̅ ̅𝑟�̅� ≤ 0.5

4

3
− 4𝑟�̅� + 4𝑟𝑖

2̅̅ ̅ −
4

3
𝑟𝑖
3̅̅ ̅       0.5 < 𝑟�̅� ≤ 1

0                                                  𝑟�̅� > 1 }
 
 

 
 

 

(17) 𝑟�̅� =
𝑑𝑖
𝑟𝑤
=
|𝑥 − 𝑥𝑖|

𝑟𝑤
 

باشردر بررای هرر    مری  𝑥𝑖شعاع تاثیر نقطه گرهی  17𝑟𝑤در رابطه 
، رصرفر یغ یهرا کره تعرداد وزن  ای تعیین شرود  باید به گونه 𝑟𝑤نقطه، 
 باشرند  یاجمرلات موجرود در چندجملره   تر از تعرداد ترک ترک    بزرگ

 (𝑛 > 𝑚)ر 

 
 گالرکین -روش عددی بدون شبکه محلی پتروو 

 Atluri)این روش برای اورین بار توسس آتلروری و ژو ارایره شرد   

and Zhu., 2000)   ر این روش در هیچ از یک مراح  تحلیر  اعرم از
ندی بگیری عددی معادلات نیاز به شبکهتقریب متغیر میدان و انتگرال

دامنه مسئله نداردر این روش با استفاده از فرب ضعیف محلی معرادلات  
کندر تابق تقریب به کار رفته در ایرن روش حرداق  مربعرات    را ح  می

-انتگرارری از روش انتگررال  معرادلات  متحرک است و به منظور ح  

 راستفاده شد 2گیری گوسی

 
 گالرکین: -بندی روش بدون شبکه محلی پتروو فرمول

محدود بره   Ωبا دامنه  یجامدات دوبعد کیمساره مکان کبرای ی
 20و  19، 18صرورت روابرس   معادره تعادل و شرایس مررزی بره   Γمرز 

 شودرنوشته می

  معادره تعادل   (18)
𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑏𝑖 = 0 

                                                           
2- Gaussian integration 
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Γ𝑢 𝑢روی        شرط مرزی اساسی   (19) = �̅� 

.Γ𝑡 σروی         شرط مرزی طبیعی   (20) 𝑛 = 𝑡 ̅

گراررکین شرک     -با استفاده از روش بدون شبکه محلری یترروو   
اب بره  Iحرول گرره    1روی دامنه محلی )دامنه تربیق( 18ضعیف معادره 
 شودرنوشته می 21صورت رابطه 

(21) ∫(𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑏𝑖)𝑊𝐼𝑑Ω

Ω𝑞

= 0 

 21گیری جز به جز و قضیه دیورژانس رابطه  با استفاده از انتگرال
 ساده کردر 22رابطه توان به فرب را می

(22) ∫ 𝑊𝐼𝜎𝑖𝑗,𝑗
Ω𝑞

𝑑Ω = ∫ 𝑊𝐼𝜎𝑖𝑗
Γ𝑞

𝑛𝑗𝑑Γ − ∫ 𝑊𝐼,𝑗𝜎𝑖𝑗
Ω𝑞

𝑑Ω 

 23رابطه مرز به صورت  یتنش و کصش رو انیرابطه مهمهنین 
 راست
(23) 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑡𝑖 

حاصر    24رابطره   21در معادرره   23و  22گذاری معادرره  با جای
 شودرمی

(24) 
∫ 𝑊𝐼,𝑗𝜎𝑖𝑗
Ω𝑞

𝑑Ω −∫ 𝑊𝐼𝑡𝑖
Γ𝑞𝑢

𝑑Γ − ∫ 𝑊𝐼𝑡𝑖
Γ𝑞𝑖

𝑑Γ

= ∫ 𝑡�̅�𝑊𝐼
Γ𝑞𝑡

𝑑Γ + ∫ 𝑊𝐼𝑏𝑖
Ω𝑞

𝑑Ω 

به ترتیب معرف مرز داخلری دامنره    𝛤𝑞𝑢و  𝛤𝑞𝑖  ،𝛤𝑞𝑡 24در رابطه 
جایی کره در ایرن روش   تربیق، مرز طبیعی و مرز اساسی هستندر از آن

 شود که مقدار آن روی مرز داخلی دامنهتابق وزن به نحوی انت اب می
صرفر   24تربیق صفر باشد، یس مقدار جمله سوب سرمت چرر رابطره    

اب در Iسازی شرده بررای گرره    استر در نهایت معادلات خطی گسسته
 استر 25فرب ماتریسی به صورت رابطه 

(25) 𝐾𝐼𝑢 = 𝐹𝐼 

(26) 𝐾𝐼 = ∫𝑉𝐼
𝑇𝐷𝐵𝑑Ω − ∫𝑊𝐼

𝑇𝑛𝐷𝐵𝑑Γ

Γ𝑞𝑢Ω𝑞

 

(27) 𝐹𝐼 = ∫𝑊𝐼
𝑇𝑏𝑑Ω + ∫𝑊𝐼

𝑇𝑡𝑑Γ

Γ𝑞𝑡Ω𝑞

 

 مصتق آن استر Vماتریس وزن کلی و  W، 26و  25در روابس 

(28) 𝑊𝐼 = [
𝑊1 0
0 𝑊1

 ⋯ 
𝑊𝑛 0
0 𝑊𝑛

] 

(29) 𝑉𝐼 = [

𝑊1,𝑥 0

0 𝑊1,𝑦
𝑊1,𝑦 𝑊1,𝑥

 ⋯ 

𝑊𝑛,𝑥 0

0 𝑊𝑛,𝑦
𝑊𝑛,𝑦 𝑊𝑛,𝑥

] 

                                                           
1- Quadrature domain 

(30) 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕∅1
𝜕𝑥

0

0
𝜕∅1
𝜕𝑦

𝜕∅1
𝜕𝑦

𝜕∅1
𝜕𝑦

 ⋯ 

𝜕∅𝑛
𝜕𝑥

0

0
𝜕∅𝑛
𝜕𝑦

𝜕∅𝑛
𝜕𝑦

𝜕∅𝑛
𝜕𝑦 ]

 
 
 
 
 
 

 

 

عمق با روش بددون شدبکه   های کممعادلات آبسازی گسسته

 گالرکین -محلی پتروو 

عمق یک معادره دیفرانسی  هذروری است که با های کممعادره آب
هرای  بعدی نراویر اسرتوکس و برا فررض    گیری از معادلات سهانتگرال

نایذیر با توزیق فصرار هیدرواسرتاتیک و توزیرق یکنواخرت     جریان تراکم
 (ر31آیدر که عبارت است از )رابطه یسرعت در عمق بدست م

(31
) 

{
 
 
 

 
 
 

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+
𝜕(ℎ𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(ℎ𝑣)

𝜕𝑦
= 0                                                  

𝜕(ℎ𝑢)

𝜕𝑡
+
𝜕(ℎ𝑢2 + 𝑔ℎ

2

2⁄

𝜕𝑥
+
𝜕(ℎ𝑢𝑣)

𝜕𝑦
− 𝑔ℎ(𝑠0𝑥 − 𝑠𝑓𝑥) = 0

𝜕(ℎ𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜕(ℎ𝑣2 + 𝑔ℎ

2

2⁄

𝜕𝑥
+
𝜕(ℎ𝑢𝑣)

𝜕𝑦
− 𝑔ℎ(𝑠0𝑦 − 𝑠𝑓𝑦) = 0

 

بره   یسرعت متوسرس عمقر   𝑣و  𝑢، انیعمق جر ℎ، 31در رابطه 
 بیشر  𝑠𝑓𝑥، بسرتر  بیشر  𝑠0𝑥، شتاب ثق  𝑦، 𝑔و  𝑥یدر راستا بیترت
 بیبراساس ضرر  یخس انرژ بیدر عم ، معمولا، شی استر انرژ خس
 ردیآیدست مبه 33و  32صورت روابس به نگیمان یزبر

(32) 𝑠𝑓𝑥 =
𝑛2𝑢√𝑢2 + 𝑣2

ℎ
4
3⁄

 

(33) 𝑠𝑓𝑦 =
𝑛2𝑣√𝑢2 + 𝑣2

ℎ
4
3⁄

 

خرس   بینظرر از شر  با صرف باشدرضریب مانینگ می 𝑛که در آن 
بدسرت   34ی رابطره  سر یعمق به فرب ماترهای کممعادلات آب یانرژ
 آید:می

(34) 
𝑈𝑡 + 𝐴𝑈,𝑥 + 𝐵𝑈,𝑦 = 𝑆𝑈 

(35) 𝐴 = [
0 1 0

−𝑢2 + 𝑔ℎ 2𝑢 0
−𝑢𝑣 𝑣 𝑢

] 

(36) 𝐵 = [
0 0 1
−𝑢𝑣 𝑣 𝑢

−𝑣2 + 𝑔ℎ 0 2𝑣
] 

(37) 𝑆 = [

0 0 0
𝑔𝑠0𝑥 0 0
𝑔𝑠0𝑦 0 0

] 

-گسسرته  38صورت رابطه با استفاه از روش ضمنی به 34معادره 

 شودرسازی می
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(38) 𝑈𝑛+1 −𝑈𝑛
𝛥𝑡

+ 𝐴𝑈,𝑥
𝑛+1 + 𝐵𝑈,𝑦

𝑛+1 = 𝑆𝑈𝑛+1 

Δ𝑡 38که در رابطه  = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 استر 
 رشودیم  یتبد 39رابطه به فرب  یسییس از بازنو 38 معادره

(39) (𝐼 − 𝑆𝛥𝑡)𝑈𝑛+1 + 𝐴𝛥𝑡𝑈,𝑥
𝑛+1 + 𝐵𝑈,𝑦

𝑛+1 = 𝑈𝑛 

 باشدرنمایانگر ماتریس واحد می Iکه 
 استر 40صورت رابطه ( به𝛤1شرط مرزی دریصله )روی 

(40) 𝑈𝑛+1 − �̅� = 0 

گیری بر روی دامنه و انتگرال 39 در صورت وزن دار کردن رابطه
Ω آیدردر می 41عمق به فرب ماتریسی رابطه های کممعادره آب 

(41) 𝐾𝑈𝑛+1 = 𝐹𝑈𝑛 

(42) 𝐾 = ∫ 𝐼𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝛺 −∫𝑆𝛥𝑡𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝛺 +
Ω

∫𝐴𝛥𝑡𝑤𝑖𝜙𝑖,𝑥𝑑 
ΩΩ

+∫ 𝐵𝛥𝑡𝑤𝑖𝜙𝑖,𝑦𝑑𝛺 + 𝛼∫ 𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝛤
Γ1Ω

 

(43) 𝐹 = ∫𝑤𝑖𝜙𝑖𝑑𝛺 +
Ω

α∫ 𝑤𝑖�̅�𝑑𝛤
𝛤1

 

ترابق   شرایس رکحتابق شک  حداق  مربعات مت کهنیبا توجه به ا
به منظور اعمرال شررط     یدر نیبه هم کندیکرونکر را ارضا نم یدرتا
نیرز ضرریب    αهاستفاده شده است، که روش جریمه از صلهیدر یمرز

 باشدرجریمه می

 

 متغیرحل معادله جابجایی در میدان سرعت 

معادره جابجایی در میدان سرعت متغیرر یرک معادرره دیفرانسری      
جایی یک کمیرت اسرکارر را در میردان سررعت     هذروری است که جابه

 باشد:می 44دهد که معادره آن به صورت معادرهنصان می

(44) 𝑦𝑢,𝑥 − 𝑥𝑢,𝑦 = 0 

 باشدرمی U=uو  A=y  ،B=-x  ،S=0، 44در معادره 
 استر 45حوزه فیزیکی معادره به صورت رابطه 

(45) Ω(𝑥, 𝑦) = {
−1 ≤ 𝑥 ≤ 1
0 ≤ 𝑦 ≤ 1

 
 (ر46شرایس مرزی مسئله به شر  زیر است )رابطه 

(46) 𝑢(−1, 𝑦) = 0                      0 ≤ 𝑦 ≤ 1 
𝑢(𝑥, 1) = 0                          0 ≤ 𝑥 ≤ 1 
𝑢(𝑥, 0) = 0               − 0.35 ≤ 𝑥 ≤ 0 
𝑢(𝑥, 0) = 0                 − 0.1 ≤ 𝑥 ≤ −0.65 
𝑢(𝑥, 0) = 1               − 0.65 ≤ 𝑥 ≤ −0.35 

 استر 47جواب دقیق این مسئله بصورت رابطه 

(47) {
𝑢(𝑥, 𝑦) = 1        0.35 ≤ (𝑥2 + 𝑦2)0.5 ≤ 0.65

𝑢(𝑥, 𝑦) = 0                   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                    
 

نقطره نصران    861نقاط و مرزها را برای حوزه فیزیکی با  1شک  

چنین فرض شده استر هم Δx = Δy = 0.05mدهد در این شک  می
𝛼مقدار ضریب جریمه بررای اعمرال شررایس مررزی     = در نظرر   106

نیز ح  دقیق معادره و ح  آن با روش بردون   3و  2اشکال گرفته شدر
جایجایی یک کمیت  3نمودار دهدر شبکه یتروف گاررکین را نصان می

,𝑦}اسکارر را در میدان سرعت  −𝑥}  طرور کره   دهدر همران نصان می
1−اشاره شد میدان سرعت در بازه  ≤ 𝑥 ≤ 0و 1 ≤ 𝑦 ≤ متغیرر   1

قق برر روی نمرودار   باشدر در ح  دقیق مقدار این کمیت در نقاط وامی
کره   3برابر یک و در سایر نقاط صفر اسرتر ایرن موضروع در شرک      

مربوط به ح  عددی روش یتروف گاررکین است نیرز برا دقرت نسربتا     
 خوبی نصان داده شده استر

 
 سنجیمعیارهای خطا

در این قسمت از معادلات زیر به عنوان معیارهرای خطاسرنجی و   
انگین خطا، میانگین خطای مطلق و میر تعیین کارآیی مدل ستفاده شد
واحد معیارها بر اسراس واحرد مقرادیر وارد     جذر میانگین مربعات خطار

نحوه محاسربه ایرن معیارهرا را     50و  49، 48هاستر روابس شده درآن
 دهندرنصان می

(48) 𝑀𝐸 =
∑ (𝑢0 − 𝑢𝑠)
𝑛
𝑖=1

𝑛
 

(49) 𝑀𝐴𝐸 =
∑ |𝑢0 − 𝑢𝑠|
𝑛
𝑖=1

𝑛
 

(50) 𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ (𝑢0 − 𝑢𝑠)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
 

به ترتیب مقدار محاسبه شده از ح  دقیرق و   𝑢𝑠و  𝑢0که در آن 
 1مقدار عددی محاسبه شده توسس مدل برای هر نقطه استر جردول  

دهردر برا   مقادیر خطاهای محاسبه شده برای این مسئله را نصران مری  
مص   شد مردل   1توجه به مقادیر خطاهای محاسبه شده در جدول 

ی بررای حر  معرادلات دیفرانسری  هرذروری      از دقت و کارایی مناسرب 
 برخوردار استر

 

 بیشهر جریان آب از روی سرریز سد سیاهسازی عبومدل

سرریز سد سیاه بیصه یک سررریز اوجری اسرتر یرلان منطقره و      
نصران داده شرده اسرت همهنرین      3و  2های هندسه سرریز در شک 

نقراط  گیرری شرده در   شام  مقادیر سررعت و ارتفراع انردازه    2جدول 
 ,.RahmaniFiroozjaee and Afshar)باشد م تلف جریان آب می

گیری سررعت و ترراز سرطب آب در طرول مسریر      هدف اندازهر (2011
 استر

 

 مربعات نیانگیمطلق و جذر م نیانگیم ن،یانگیم یمحاسبه خطا -1جدول
 -0326/0 )متر( خطا نیانگیم

 0655/0 )متر( مطلق یخطا نیانگیم
 15627/0 )متر(خطا مربعات نیانگیجذر م
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 دامنه محاسباتی مسئله جابجایی در میدان سرعت متغیر -1شکل 

 

 
 متغیر حل دقیق مسئله جابجایی در میدان سرعت -2شکل

 

 
 متغیرحل عددی مسئله جابجایی در میدان سرعت  -3شکل

 

 
 (RahmaniFiroozjaee and Afshar., 2011) بیشه پلان سرریز سد سیاه -4شکل 
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 (RahmaniFiroozjaee and Afshar., 2011)شهیب اهیسد س زیهندسه سرر  -5شکل 

 
 گیری شده در طول مسیرعمق آب و سرعت اندازه -2جدول

 مقطع دبی
 مشخصات

 عمق از سطح آب هاگیریاندازه
 محل

 دست چپ مرکز دست راست فاصله ارتفاع

92 A 5/2402 0 

 عمق آب
 

71/5 7/5 7/5 

 سرعت
2/0 86/0 63/0 45/0 

8/0 87/0 63/0 33/0 

92 B 5/2402 5/7 

 عمق آب
 

64/5 65/5 64/5 

 سرعت
2/0 96/0 81/0 78/0 

8/0 71/0 59/0 63/0 

92 C 5/2406 15 
 عمق آب

 
28/1 2/1 25/1 

 82/4 85/4 82/4 6/0 سرعت

92 D 49/2404 25 
 عمق آب

 
72/0 6/0 68/0 

 58/7 77/7 61/7 6/0 سرعت

 
 ای منظمحل مسئله با توزیع گره

با توزیق  25×  20در این حارت دامنه مسئله یک مستطی  به ابعاد 
در نظر گرفته شدر به طوری کره فاصرله    6ها مطابق شک  منظم گره

𝑥∆برابر یرک مترر    yو  xها در راستای گره = ∆𝑦 = 1𝑚)  و تعرداد)
𝑡∆استرهمهنین  546ها برابر گره = 5 𝑠  در نظر گرفته شدر ضریب

αجریمه  =  باشدرمی 106
 

 
 هادامنه مسئله با توزیع منظم گره -6شکل 

 
شام  نمودارهای سرعت و تراز سرطب آب برا    12تا  7 هایشک 

ای و گاررکین در حاررت توزیرق مرنظم گرره     -روش بدون شبکه یترو 
شرام    3جردول   اسرتر  2شده در جدول  ها با مقادیر دادهمقایسه آن

مردل در هرر مقطرق و مقایسره آن برا مقرادیر       مقادیر بدست آمرده از  
رفرت در حاررت دامنره    طور که انتظار میگیری شده استر همان اندازه

ای مقادیر سررعت و ارتفراع در هرر سره     مستطیلی با توزیق منظم گره
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𝑦مقطق  = 𝑦و  0 = 10 𝑚  و𝑦 = 20 𝑚    تقریبا با هم برابرر شردر
𝑦در مقطق میانی یعنی  هاجواب = 10 𝑚 گیری شده به مقادیر اندازه

 تر استرنزدیک

 
 

 ایمقادیر بدست آمده از مدل در مقاطع مختلف در توزیع منظم گره -3جدول

  فاصله )متر( مقطع
 دست چپ مرکز دست راست

 
MLPG Measurement MLPG Measurement MLPG Measurement 

A 0 
 7/5 71/5 7/5 7/5 7/5 7/5 (m) تراز سطب آب

 63/0 865/0 63/0 63/0 63/0 39/0 (m/sسرعت )

B 5/7 
 64/5 64/5 642/5 65/5 642/5 64/5 (mتراز سطب آب )

 84/0 835/0 842/0 7/0 841/0 705/0 (m/sسرعت )

C 15 
 153/5 28/5 153/5 2/5 153/5 25/5 (mتراز سطب آب )

 3433/2 82/4 347/2 85/4 34/2 82/4 (m/sسرعت )

D 25 
 575/2 71/2 575/2 59/2 576/2 67/2 (mتراز سطب آب )

 835/7 61/7 83/7 77/7 888/7 57/7 (m/sسرعت )

 

 

 

  
 ایدر توزیع منظم گره y=10 mنمودار تراز سطح آب در مقطع  -8شکل  ایدر توزیع منظم گره y=0 mنمودار تراز سطح آب در مقطع  -7شکل 

  
 ایدر توزیع منظم گره y=0 mنمودار سرعت آب در مقطع  -10شکل  ایدر توزیع منظم گرهy=20 mنمودار تراز سطح آب در مقطع  -9شکل 

  
 ایدر توزیع منظم گره y=20 mنمودار سرعت آب در مقطع  -12شکل  ایدر توزیع منظم گره y=10 mنمودار سرعت آب در مقطع  -11شکل 
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 ای منظمنتایج توزیع گره

 های خطاسنجیتعیین مقادیر شاخص

مقادیر میانگین خطا، میانگین خطای مطلق و جرذر  در این ب ش 
محاسبه گردیردر   50و  49، 48با استفاده از روابسمیانگین مربعات خطا

 4طرور کره در جردول    باشردر همران  شام  ایرن مقرادیر مری    3جدول 
مص   است خطا در دو حاررت، برا احتسراب مقطرق واقرق در نقطره       

سرریز و بدون احتساب آن محاسبه شده استر مقادیر خطرا بردون در   
نظر گرفتن نقطه سرریز کاهش قاب  توجهی یافته است و ایرن بردین   
دری  است که در یای سرریز توزیق واقعی فصار هیردرودینامیک اسرت   

عمررق فرررض توزیررق فصررار هررای کررمر معررادلات آبکرره دحررال آن
هیدرواستاتیک است و این مسئله عام  ایجاد خطرا روی ترا  سررریز    

 خصوص در مورد مقادیر سرعت استر به

 
 ایمحاسبه خطا در توزیع منظم گره -4جدول

 بدون لحاظ نقطه سرریز با لحاظ نقطه سرریز 

 سرعت تراز سطح آب سرعت سطح آبتراز  
 -098/0 288/0 5482/0 0443/0 میانگین خطا )متر(

 1501/0 0293/0 7342/0 0446/0 میانگین خطای مطلق )متر(

 0609/0 0184/0 3618/0 0196/0 میانگین جذر مربعات خطا )متر(

 

 ای نامنظمحل مسئله با توزیع گره

ای برا توزیرق گرره    13مسئله در این حارت به صورت شک   دامنه
 657هرا برابرر   باشدر تعداد گرره ای متفاوت( مینامنظم )با فواص  گره

 استر
𝑡∆چنین هم = 4 𝑠 شرام    19ترا   14اشکال  در نظر گرفته شدر

-نمودارهای سرعت و ترراز سرطب آب برا روش بردون شربکه یترروو      
ها با مقرادیر داده  نای و مقایسه آهگاررکین در حارت توزیق نامنظم گر

شام  مقادیر بدست آمرده از مردل    5باشدر جدولمی 2شده در جدول 
ای و مقایسره آن برا مقرادیر    در هر مقطق در حارت توزیق نامنظم گرره 

نمرایش   19ترا   14هرای  طور که در شک گیری شده استرهماناندازه
آب در هر مقطرق برا   داده شد در این حارت مقادیر سرعت و تراز سطب 

هرای  هم متفاوت استر مجددا لازب به یادآوری است در معرادلات آب 
کره در  شرودر حرال آن  عمق توزیق فصار هیدرواستاتیک فررض مری  کم

قسمت سرریز توزیق واقعی فصار هیدرودینامیک اسرت و ایرن مسرئله    

طرور کره از   شرودر ورری همران   موجب ایجاد خطا در مح  سرریز مری 
ق مص   است در سایر نقراط مردل از دقرت مناسربی     نمودارهای فو

چنرین لازب بره اکرر اسرت در ایرن یرژوهش از       برخوردار اسرتر هرم  
نظر شده استر که ایرن امرر مقرداری خطرا در     اصطکاک انرژی صرف
کند وری به طور کلی مدل از توانایی مناسبی برای محاسبات ایجاد می

 ح  مسئله عبور آب از روی سرریز برخودار استر

 

 ای نامنظمنتایج توزیع گره

  های خطاسنجیتعیین مقادیر شاخص
در این ب ش مجددا مقادیر میانگین خطا، میانگین خطای مطلرق  

در  50و  49، 48و جذر میانگین مربعرات خطرا برا اسرتفاده از روابرس      
 دوحارت، با رحاظ مقطق واقق بر سرریز و بدون رحاظ آن محاسبه 

باشرد، و مجرددا شراهدکاهش    خطا میشام  مقادیر  6شدر جدول 
 خطا در حارت دوب هستیمر

 

 
 ایدامنه مسئله با توزیع نامنظم گره -13شکل 
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 ایمقادیر بدست آمده از مدل در مقاطع مختلف در توزیع نامنظم گره -5جدول

  فاصله )متر( مقطع
 )متر( دست چپ مرکز )متر( دست راست )متر(

 
MLPG Measurement MLPG Measurement MLPG Measurement 

A 0 
 71/5 71/5 7/5 7/5 7/5 7/5 (mتراز سطب آب )

 865/0 865/0 63/0 63/0 63/0 39/0 (m/sسرعت )

B 5/7 
 586/5 64/5 542/5 65/5 538/5 64/5 (mتراز سطب آب )

 0842/1 835/0 548/1 7/0 496/1 705/0 (m/sسرعت )

C 15 
 252/5 28/5 2027/5 2/5 11/5 25/5 (mتراز سطب آب )

 2653/2 82/4 4032/3 85/4 7185/4 82/4 (m/sسرعت )

D 25 
 388/2 71/2 38/2 59/2 4/2 67/2 (mتراز سطب آب )

 6067/7 61/7 768/7 77/7 522/7 57/7 (m/sسرعت )

 

  
-در توزیع نامنظم گره y=0 mح آب در مقطع طنمودار تراز س -14 شکل

 ای

در توزیع نامنظم  y=10 mنمودار تراز سطح آب در مقطع  -15شکل 

 ایگره

  
در توزیع نامنظم  y=20 mنمودار تراز سطح آب در مقطع  -16 شکل

 ایگره
 ایدر توزیع نامنظم گره y=0 mنمودار سرعت آب در مقطع  -17شکل 

  

 ایدر توزیع نامنظم گره y=10 mنمودار سرعت آب در مقطع  -18شکل 
در توزیع نامنظم  y=20 mنمودار سرعت آب در مقطع  -19شکل 

 ای گره
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 ایمحاسبه خطا در توزیع نامنظم گره -6جدول
 بدون لحاظ نقطه سرریز با لحاظ نقطه سرریز 

 سرعت تراز سطح آب سرعت تراز سطح آب 

 173/0 0896/0 -16901/0 10344/0 )متر(میانگین خطا 

 1818/0 0896/0 5237/0 10389/0 میانگین طای مطلق )متر(

 101/0 04114/0 2648/0 04308/0 میانگین جذر مربعات خطا )متر(
 

 گیرینتیجه

عمرق در مهندسری آب،   هرای کرم  به دری  اهمیرت معرادلات آب  
استر در ایرن یرژوهش    ضروریسازی عددی این معادلات امری مدل

عمررق بررا اسررتفاده از روش برردون شرربکه   هررای کررم معررادلات آب
گاررکین به همراه تابق شک  حداق  مربعات متحرک و تابق وزن  یتروو

افزار متلرب مردل شردر ایرن روش عرلاوه برر حرذف        اسپیلاین در نرب
مسئله، از توانایی خوبی برای ح  بندی دامنه مصکلات مرتبس با شبکه

 مسائلی با هندسه نامنظم برخوردار استر
عمق ابتردا  های کمسازی معادلات آبدر این تحقیق یس از مدل

به ح  مثال جابجایی در میدان سرعت متغیر یرداخته شد و دقت مدل 
با محاسبه معیارهای خطاسنجی مورد بررسی قرار گرفرت کره میرزان    

انگین خطای مطلق و میانگین خطای جرذر مربعرات   میانگین خطا، می
متر بودرکره ایرن امرر     15627/0و  0655/0، -0326/0به ترتیب برابر 

سرپس مسرئله عبرور آب از روی    نصان از دقت و کارایی مردل اسرتر   
ای بیصه با استفاده از مدل در دو حارت برا توزیرق گرره   سرریز سد سیاه

ر حارت منظم نمودار سرعت و ای نامنظم ح  شدر دمنظم و توزیق گره
تراز سطب آب در مقاطق عرضی م تلرف مصرابه برود ورری در حاررت      
نامنظم نمودار سرعت و تراز سطب آب به یک شرک  نبرود، و مقرادیر    
بدست آمده از مدل در مقاطق عرضی م تلف متفاوت بودر سپس نتایج 

بود گیری شده بدست آمده از مدل با مقادیریکه به صورت عملی اندازه
مقایسه شدر در نهایت نیز خطای محاسباتی مسئله محاسربه گردیرد و   
مص   شد بجز نقطه سرریز که به دری  فرض فصار هیدرواستاتیک 

شود در سایر نقاط عمق مقداری خطا ایجاد میکمهای در معادلات آب
 مدل از دقت بسیارخوبی برخوردار استر
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Abstract 

The importance of shallow water flow in water engineering has led to the governing equations to be studied 
in various methods. Numerical techniques like finite element are one of these methods. These methods solve 
differential equations in simple and complex geometric cases by meshing on the computing domain. Recently, 
Mesh less methods that need no meshing or re-meshing on the domain are being used to solve differential 
equations in both simple and complex geometric cases. In this research, shallow water equations were modeled 
using Mesh less local Petrov- Galerk in with moving least squares approximation function. Then, the convergent 
in the variable velocity field problem was solved and the model error rate was calculated. it was indicated that 
the model has a good accuracy, so that the mean error and root mean square error were -0.0326 and 0.15627 
respectively..Then, the water flow was calculated from the overflow of Siah Bishe dam and the results of the 
model were compared with the measured values. Which confirms the accuracy of solving the equations of 
shallow water using the Petrov- Galerkin method. 
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